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ASANTE Ae 
SUS SRS ok He 


1832 年 5 月 30 日 清晨 , 随 着 一 声 枪 响 划 破 巴黎 的 长 空 ,年 龄 还 不 到 二 十 一 
岁 的 体 罗 瓦 倒 了 下 去 ,第 二 天 他 就 因 急 性 腹膜 炎 离 开 了 人 间 . 然而 ,他 却 给 人 们 
留 下 了 一 份 极为 宝贵 的 珍品 一 一 伽 罗 瓦 理论 , 

怖 罗 瓦 在 十 九 岁 时 创建 了 这 一 理论 ,彻底 而 又 完美 地 解决 了 近 三 百年 来 多 
项 式 方 程 的 根 式 求解 问题 . 但 他 的 天 才思 想 大 大 超越 了 时 代 , 以致 当 时 的 一 些 数 
学 大 师 都 “完全 不 能 理解 ”. 不 过 人 们 还 是 逐渐 理解 和 掌握 了 他 的 思想 和 理论 ,而 
是 从 他 所 创立 并 完善 的 群 , 域 等 概念 中 发 展 出 一 门 新 的 数学 分 支 一 一 近世 代数 
学 ,并 且 使 得 这 些 有 关 的 概念 .思想 和 理论 成 为 数学 .物理 .化 学 .晶体 学 ,甚至 密 
码 学 等 学 科 中 不 可 或 缺 的 重要 武器 . 

伽 罗 瓦 理论 深刻 又 优美 ,不 过 它 确实 过 于 深奥 ,所 以 为 了 与 广大 数学 爱好 者 
分 享 这 一 理论 ,本 书 起 点 较 低 :只 要 求 读 者 掌握 复数 的 概念 与 运算 . 为 了 尽量 说 
得 透彻 而 详尽 ,本 书 多 从 共 体 例子 讲 起 , 且 做 到 前 后 呼应 ,在 阐述 整个 理论 来 龙 
去 脉 的 同时 ,使 读者 能 见 树 又 见 林 . 随 着 理论 的 逐步 展开 与 深入 ,我 们 还 会 不 断 
地 和 大 家 一 起 去 解决 一 系列 重大 的 古典 难题 ,比如 : 尺 规 作 图 问题 ,三 次 实 系数 
不 可 约 方程 的 “不 可 简化 情况 "以 及 人 徊 罗 瓦 的 根 式 可 解 判 别 定理 等 . 

本 书后 有 和 震 考 文献 ,这 是 笔者 在 研读 分 罗 瓦 理论 和 撰写 本 书 时 读 过 的 部 分 
好 书 , 本 书 中 没有 细 述 的 那些 部 分 ,读者 都 可 以 在 所 引 的 书目 中 找到 详细 的 
阐述 . 


(2) 前 oS 

一 系列 的 教学 实践 使 笔者 深信 :只 要 勤 于 思考 ,你 一 定 能 掌握 近世 代数 的 一 
些 内 容 、 方 法 和 理论 ;只 要 乐于 思考 ,你 一 定 能 理解 仰 罗 瓦 理论 的 精 艇 及 其 各 种 
重大 应 用 . 愿 广大 数学 爱好 者 在 阅读 本 书 的 同时 能 得 到 美的 享受 . 

最 后 ,我 要 感谢 首都 师范 大 学 栾 德 怀 教授 ,感谢 他 长 期 的 关心 ,教导 与 甘 策 ， 
也 要 感谢 上 海 师范 大 学 周 才 军 教授 ,他 仔细 地 阅读 了 全 书 ,并 提出 了 一 些 宝贵 的 
意见 和 建议 . 上 海 考试 院 的 牟 亚 萍 女士 认真 打出 了 一 次 又 一 次 的 修改 稿件 ,为 本 
书 的 出 版 作出 了 巨大 努力 . 还 有 华东 师范 大 学 出 版 社 的 诸 同仁 ,他 们 为 本 书 的 出 
版 给 予 了 极 大 的 促进 和 帮助 . 

希望 本 书 能 为 广大 的 数学 爱好 者 提供 一 本 学 习 数 域 上 的 伽 罗 瓦 理论 的 可 读 
性 较 强 的 读物 ,也 极 希望 得 到 他 们 的 批评 和 指正 . 
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第 一 部 分 
解 三 次 和 四 次 多 项 式 方程 的 故事 
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三 次 、 四 次 方程 的 根 式 求解 是 代数 史上 的 
AS SEH. 在 这 一 部 分 牛 , 我 们 讲述 解 三 次 
和 四 次 方程 的 故事 ,并 具体 给 出 简化 的 三 次 和 
四 次 方程 的 求解 方法 . 


一 次 和 二 次 方程 的 求解 


$1.1 一 次 方程 的 求解 与 数 集 的 扩张 


人 类 最 早 认识 的 数 集 是 自然 数 集 N = (0, 1, 2,，…}. 于 是 当 人 们 求解 未 知 
数 时 ,多 项 式 方程 就 出 现 了 . 根据 考古 资料 ,我 们 知道 古巴 比 伦 和 古 埃 及 都 有 解 
一 次 方程 的 记录 . 成 书 于 公元 前 206 年 到 公元 前 221 年 期 间 的 中 国 《 九 章 算术 》 
就 已 经 有 了 三 元 一 次 方程 组 的 题目 . 话 虽 这 样 说 ,但 从 事后 的 眼光 来 看 ,对 于 
r+n=0,nEN* = (1, 2,，3,…} 型 的 方程 而 言 , 它 的 解 (一 nn) 就 是 一 个 
负数 . 

于 是 为 了 使 我 们 的 解 仍 然 属 于 我 们 的 数 集 ,就 有 必要 把 自然 数 集 N 扩张 为 
整数 集 Z = {0, 41, 2, e}. 

对 于 一 次 方程 

pr+q=0, ppgEZ, p#O (1.1) 


Af x 二 一 >: 同样 ,为 了 使 解 “= 也 在 一 定 的 数 集 之 中 ,就 得 进一步 把 数 集 Z 


扩张 为 有 理 数 集 Q = 记 BPEL pH o} 于 是 在 Q 中 ,任何 一 次 方程 都 可 
解 了 . 这 样 ,下 一 个 要 研究 的 方程 便 是 一 元 二 次 方程 了 . 


$1.2 二 次 方程 的 求解 与 根 式 可 解 


由 于 古巴 比 伦 , 古 希腊 ,尤其 是 7 世纪 古 印度 数学 家 的 努力 ,人 们 已 经 会 解 
许多 类 型 的 二 次 方程 了 . 不 过 对 一 般 的 二 次 方程 


ax’? +-br+c=0, a #0 (1, 2) 
解 的 完整 叙述 一 直到 12 世纪 才 在 欧洲 出 现 , 它 的 解 是 


(1. 3) 


这 个 公式 我 们 太 熟 悉 了 . 不 过 在 此 还 想 着 重 说 明 以 下 各 点 : 
(i) 这 是 一 个 公式 , 它 针对 系数 a, b, c 为 具体 数字 的 一 个 方程 而 言 ,例如 
32° —132—10 = 0, 只 要 以 a = 3, b =— 13, c = 一 10 代 入 (1.3), 便 能 得 出 


T, =5, Tı == 这 两 个 解 ， 


GD 以 方程 一 2 = 0 为 例 , 它 的 根 为 x == 土 Y2. 由 于 V2 是 无 理 数 , 这 就 使 
我 们 进一步 要 把 Q 扩 张 为 实数 集 R. 同样 地 ,对 于 zz 十 1 = 0, 它 的 根 为 土 i, 这 
就 要 求 我 们 把 R 扩张 到 复数 集 C = {a 十 bi 1 a, b ER). 由 此 ,我 们 看 到 伴随 着 
方程 的 解 , 数 的 集合 在 不 断 地 扩大 . 

GD 给 定 了 方程 (1. 2) ,也 即 给 定 了 系数 a, b, c EMR ri, ,显然 可 以 由 a， 
b,c 通过 有 限 次 加 \ 减 , 乘 、 除 以 及 开 方 运算 得 到 . 在 此 意义 下 ,我 们 说 (1. 2) 是 根 
式 可 解 的 

于 是 ,下 一 步 就 是 求解 一 般 三 次 方程 了 . 它 是 否 也 是 根 式 可 解 呢 ? 
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求解 三 次 方程 的 故事 


$2.1 波 洛 那 的 费 尔 洛 
一 般 三 次 方程 指 的 是 


和 


az 十 bz* 十 cz 十 d = 二 0,a 关 0 (2. 1) 


对 于 其 中 的 一 些 特殊 方程 ,古巴 比 伦 人 已 经 会 解 了 . 12 世纪 波斯 诗人 欧 
FAR + 海 亚 梅 (Omar Khayyam, 1048—1122) 又 用 几何 方法 解 出 了 另 一 些 三 
次 方程 . 14 世纪 意大利 数学 家 达 迪 (Maestro Dardi) 为 198 种 不 同 的 三 次 方程 
给 出 了 解答 ,但 对 解 一 般 的 三 次 方程 仍 没 有 突破 . 意大利 数学 家 帕 西 阿利 
(L，Paciali，1445 一 1577) 用 意大利 文 把 写 了 一 本 有 600 多 页 的 百科 全 书 般 的 
巨著 ,论述 了 算术 .代数 .几何 .比例 等 课题 . 这 对 那些 不 说 拉丁 文 的 学 者 来 说 
就 容易 读 懂 了 ,所 以 这 本 书 对 代数 的 传播 起 了 积极 的 作用 . (hE PSR “ie 
今 , 三 次 和 四 次 方程 仍 无 一 般 求解 公式 . ”于 是 求解 一 般 的 三 次 方程 对 许多 人 
来 说 就 是 一 次 智力 大 挑战 . 此 时 ,意大利 波 洛 那 的 费 尔 洛 (S d. Ferro, 1465 一 
1526) 登 场 了 . 

费 尔 洛 的 爸爸 是 一 个 纸张 制造 商 . 费 尔 洛 的 青年 时 代 以 及 是 什么 促使 他 研 
究 数 学 都 已 无 案 可 查 了 . 不 过 ,他 很 可 能 在 波 洛 那 大 学 完成 了 大 学 学 业 . 这 所 现 
在 还 存在 的 大 学 ,创立 于 1088 年 ,而 且 自 15 世纪 起 已 是 欧洲 最 好 的 大 学 之 一 . 
1496 年 , 费 尔 洛 开始 在 该 大 学 执教 ,而 1501 年 帕 西 阿利 也 来 到 波 洛 那 大 学 讲 
课 . 费 尔 洛 很 可 能 在 帕 西 阿利 的 激励 下 ,开始 尝试 去 解 一 般 的 三 次 方程 . HE 
1515 年 费 尔 洛 成 功 地 解 出 了 ax 十 br 十 c= 二 0 型 的 三 次 方程 .于 是 解 一 般 三 次 方 
程 也 就 大 功 告 成 了 . 


因为 一 般 三 次 方程 (2. DES? +22? +2 iE 二 0 同 解 的 ,于 是 我 们 只 
要 求解 


y Hay +by +c =0 (2.2) 
型 的 方程 就 可 以 了 . 这 种 最 高 次 项 的 系数 为 1 的 方程 . 称 为 首 1( 多 项 式 ) 方 程 . 
对 (2. 2) 进 行 变 量 代 换 : y= zx 一 即 得 到 


xr+ar+b=0 Cw 3) 


型 的 方程 . 这 类 方程 的 特点 是 比 最 高 次 项 低 一 次 的 项 (在 这 里 是 二 次 项 ) 消 失 了 . 
这 就 是 所 谓 的 简化 的 (一 般 首 1 的 ) 三 次 方程 . 

综 上 所 述 , 解 (2. 1) 型 的 方程 归结 为 解 (2. 2) 型 的 方程 ,而 解 (2. 2) 型 的 方程 
又 归结 为 解 (2. 3) 型 的 方程 . 因此 费 尔 洛 解 出 了 x 十 ax +b 二 0 型 方程 ,那么 解 
一 般 三 次 方程 (2. 1) 的 问题 也 就 彻底 地 解决 了 ， 

从 12 世纪 人 们 完整 地 讨论 了 一 般 二 次 方程 的 解 到 16 世纪 初 费 尔 洛 解 出 了 
一 般 三 次 方程 ,人 们 大 约 花 费 了 三 四 百年 之 久 . 这 是 一 个 新 的 里 程 碑 . 

费 尔 洛 并 没有 发 表 这 一 重大 结果 ,只 是 把 他 的 解法 告诉 了 他 的 女 媚 和 学 生 
纳 弗 (A，d.，Nave) 以 及 他 的 学 生 菲 俄 (A. M. Fior), ,而 其 他 的 数学 家 仍 在 摸索 
之 中 . 


$2.2 菲 俄 与 塔 尔 塔 里 亚 


16 世纪 的 波 洛 那 学 术 气氛 相当 浓 ,数学 家 及 其 他 学 者 有 时 会 举行 各 种 公开 
的 辩论 和 对 抗 赛 . 尽管 费 俄 才能 相当 平庸 ,但 在 他 的 老师 费 尔 洛 死 后 ,也 没有 和 急 
于 发 表 这 一 成 果 . 他 想 等 待 时 机 ,充分 利用 这 份 知 识 财富 ,一 举 成 名 ,以 谋取 教 职 
的 延 聘 . 秘密 武器 当然 是 举足轻重 的 . 

1535 年 ,机 会 终于 来 临 了 . 菲 俄 听 说 数学 家 塔 尔 塔 里 亚 (N. Tartaglia, 
1499 一 1557) 已 成 功 地 解 出 了 三 次 方程 ,不 过 菲 俄 认为 他 是 在 吹牛 . FÆR 
塔 尔 塔 里 亚 进行 了 一 次 公开 的 解 题 大 赛 , 

塔 尔 塔 里 亚 出 生 于 约 1499 £, mA HFH Fontana). 只 是 因为 他 在 12 岁 
时 ,一 名 法 国 军人 用 马刀 刺 人 了 他 的 口腔 ,使 他 患 上 了 ”口吃 ,因此 塔 尔 塔 里 亚 
(“25”) A RT REA. 塔 尔 塔 里 亚 自 小 生活 艰难 ,自学 成 材 . 1543 年 ,他 搬 
到 威尼斯 ,在 那里 做 数学 老师 . 

这 场 大 赛 是 这 样 进行 的 ; 双方 各 出 30 道 题 ,由 对 方 用 40 到 50 天 来 解答 . 
1535 年 2 月 22 日 对 抗 赛 如 期 进行 . JER 30 道 题 都 属 az 十 br 十 c 二 0 这 一 类 
型 ,而 塔 尔 塔 里 亚 却 题 题 不 同 . 大 赛 的 结果 可 想 而 知 : 非 俄 大 败 而 归 . 塔 尔 塔 里 
亚 用 两 小 时 解答 了 所 有 的 题目 ,而 菲 俄 却 交 了 白 卷 . 
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塔 尔 塔 里 亚 一 炮 成 名 , 登 上 了 解 三 次 方程 的 世界 冠军 宝座 . 不 过 ,他 也 没有 
立即 公布 他 的 方法 ,因为 他 想 撰写 一 本 论述 这 一 问题 的 专著 ， 


$2.3 卡 丹 与 费 拉 里 


塔 尔 塔 里 亚 战胜 菲 俄 的 消息 传记 了 意大利 ,这 就 引起 了 卡 丹 (]，Cardan， 
1501-~1576) 的 注意 . 卡 丹 是 16 世纪 最 杰出 、 最 备 受 争议 的 人 物 之 一 . 他 既是 闻 
名 的 内 科 医 生 .数学 家 .占星 家 、 赌 棍 , 又 是 一 名 哲学 家 . 他 当时 正在 撰写 他 的 第 
二 本 数学 专著 ,很 想 把 三 次 方程 的 解法 写 进去 . 他 多 次 想方设法 “企图 ”得 到 塔 尔 
塔 里 亚 的 解法 ,但 “结巴 ”一 次 又 一 次 地 拒绝 了 . 

卡 丹 诱惑 塔 尔 塔 里 亚 来 作客 ,并 提议 : 明确 宣称 塔 尔 塔 里 亚 是 三 次 方程 解 
法 的 发 现 者 ,把 其 解法 作为 独立 的 一 章 , 写 人 他 的 新 书 之 中 ,但 最 初 仍 被 塔 尔 塔 
里 亚 拒 绝 了 . 

1539 年 3 月 25 日 ,他 俩 有 了 一 次 重大 的 交谈 . 塔 尔 塔 里 亚 终于 同意 以 一 首 
MERERI 25 行 诗 文 将 他 的 解法 泄露 给 卡 丹 . 不 过 , 按 塔 尔 塔 里 亚 的 说 法 是 以 卡 丹 
立 下 保守 秘密 的 誓言 为 条 件 的 ,而 另 一 种 说 法 则 称 塔 尔 塔 里 亚 为 酬 报 卡 丹 的 款 
待 而 自愿 的 ,这 件 公案 看 来 也 只 能 见仁见智 了 . 

不 管 怎样 ，1545 年 卡 丹 的 名 著 《4 大 术 》 出 版 了 ,三 次 方程 的 解法 公布 了 . EF 
这 样 写 道 :“ 波 洛 那 的 费 尔 洛 几 乎 在 30 多 年 前 就 已 经 发 现 了 这 个 解法 ,并 把 它 传 
授 给 威尼斯 的 菲 俄 , 是 后 者 对 布雷 西亚 的 塔 尔 塔 里 亚 的 挑战 ,使 得 塔 尔 塔 里 亚 有 
机 会 再 次 发 现 了 这 一 解法 . 在 我 们 的 恳求 下 , 塔 尔 塔 里 亚 又 把 这 个 方法 告诉 我 . 
但 是 他 却 没有 给 出 有 关 的 证 明 . 有 了 他 给 我 的 线索 ,我 找 出 了 它 在 各 种 形式 下 的 
证 明 . 这 是 相当 困难 的 . 关于 这 个 方法 ,我 阐述 如 下 .” 

《大 术 》 里 也 叙述 了 一 般 四 次 方程 的 解法 . 这 是 另 一 个 奇才 费 拉 里 (IL. 
Ferrari，1522 一 1565) 作 出 的 . 费 拉 里 14 岁 来 到 卡 丹 家 中 . 卡 丹 不 久 就 觉察 到 费 
拉 里 有 超常 的 智力 ,于 是 就 肩负 起 对 他 的 教育 . 1540 年 费 拉 里 优美 地 解 出 了 诸 
Qh t 十 6z — 60x +36 一 0 这样 的 由 次 方程 ,从 此 师 徒 好 运 不 断 . 约 1545 年 , 费 
拉 里 得 到 了 -- 般 四 次 方程 的 求 根 公式 . 

《大 术 》 还 首次 表明 方程 的 解 可 能 是 负数 ,是 无 理 数 ,也 可 能 是 某 些 负数 的 平 
方 根 .《 大 术 》 传 遍 了 整个 欧洲 数学 界 , 而 且 得 到 了 高 度 的 赞扬 . 这 使 塔 尔 塔 里 亚 
感到 不 快 . 1548 年 8 月 10 日 , 塔 尔 塔 里 亚 和 费 拉 里 在 米兰 的 一 所 教堂 里 进行 了 
一 场 对 抗 赛 . 这 次 是 各 出 31 道 题 ,尽管 其 中 大 部 分 是 数学 题 , 但 其 中 也 有 涉及 建 
筑 、 天 文 .地 理 等 学 科 知 识 的 赛 题 . 不 过 ,关于 这 场 对 抗 赛 的 本 身 , 以 及 最 后 的 裁 
决 ,现在 都 无 客观 的 记录 可 查 了 . 


数学 家 最 终 征服 了 三 次 和 四 次 方程 ,下 一 个 高 峰 是 解 一 般 五 次 方程 . 在 叙述 
数学 家 关于 解 五 次 方程 的 各 种 努力 以 前 ,我 们 先 来 看 一 看 一 般 三 次 和 四 次 方程 
是 如 何 根 式 求解 的 . 


三 次 方程 和 四 次 方程 的 
根 式 求解 


$3.1 三 次 方程 的 根 式 求解 


我 们 来 解 简化 的 一 般 三 次 方程 
x +pr+q=0 
AUS x = u 十 v, 代 人 原 方 程 ,化 简 可 得 
(ui +u') 4+3uv(u+tv) + pluti) +q=0 


(3. 1) 


(3, 2) 


T 是 一 个 未 知 数 ,而 A, U 是 2 个 未 知 数 ， 为 此 我 们 对 Us U 再 加 一 个 约束 条 件 


3uv = 一 p. 于 是 (3. 2) 为 
u+v+q=0 


以 v= =P 代 人 ,可 得 
3u 


同 理 可 得 
v +qu 一 .| = () 
因此 u,v 都 是 同一 个 六 次 方程 


3 
é we 

: Moo 
A- 27 


(3.3) 


(3. 4) 


(3,53 


(3. 6) 


的 根 . 如 果 解 出 了 一 个 wx, 我 们 就 按 v = 来 选 定 v, 这 样 配 成 一 对 . 而 x = 


(10)= 


一 部 分 三 次 和 四 次 多 项 式 方程 的 故 


u 十 v 就 是 原 方程 (3. 1) 的 一 个 解 . (3. 4) 是 不 难 解 的 ,只 要 把 它 看 成 是 w 的 一 个 
二 次 方程 , 即 有 


e m DIEVS tee it _ ay GF (3.7) 
选 定 (参见 $7. 3) 
有 2 3 
St 4, Ti (3. 8) 
则 
3 


于 是 有 简化 的 一 般 首 1 的 三 次 方程 的 求 根 公 式 一 一 卡 丹 公式 


3 一 一 一 3 
xz 一 ax 十 v= | 二 2 > 14/04 2 H= EE (3, 10) 


例 3.1.1 RFE rT — 15x —126 = 0. 
此 时 p =— 15, q =— 126, 有 w == 125. uA 3 个 解 ， ul = 5, WU; = 
5(cos 120° 十 isin 120°), u, = 5(cos240° + isin240°). 4 cos120°+ isin 120° = w, 


o= 44 Oi, H a = Sw, u, = Sw’. 于 是 从 v 一 -= 全， 有 = 人 wh = 
u 


W, v =w, BIA Tia = 6, 504a, 5% -p w, 


$83.2 赫 德 方法 的 数学 背景 


上 面 我 们 用 的 是 荷兰 数学 家 赫 德 (Hudde，1628 一 1704) 大 约 在 1650 年 提 
出 的 方法 . 你 能 不 能 看 出 其 中 的 门道 ? 原来 他 用 到 了 恒等式 


(u+ uy = w py +3uv(ut v) (3.11) 


为 了 把 它 转变 成 一 个 三 次 方程 ,只 要 令 u+v= r, 3uv =— p, i +V 一 一 
就 有 

x =—q— pr (3. 12) 
这 些 式 子 在 上 一 节 中 都 出 现 过 . 总 结 一 下 ; 为 了 解 (3. 12) ,我 们 令 z= utv, 
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3uv = — p, 于 是 得 出 (3. 4). 把 它 看 成 是 ww 的 一 个 二 次 方程 , 解 这 个 方程 ,得 出 
w. 再 进行 一 个 开 立 方 运 算 , 就 有 u, 选 定 一 个 u. 5 v= = 进行 配对 , 则 ut v 


就 是 原 方 程 的 一 个 解 . 至 此 ,我 们 该 理解 赫 德 方法 的 用 意 了 . 

在 35.2 和 36.2 中 ,我 们 还 将 分 别 用 范 德 蒙 方法 和 拉 格 朗 日 方法 去 解 三 次 
方程 . 当然 同样 得 到 的 是 卡 丹 公式 ,不 过 这 将 是 在 更 深层 次 上 去 解 方 程 . 最 后 ,我 
MÆ $25.8 中 还 要 用 伽 罗 瓦 理论 去 解 三 次 方程 . 我 们 会 看 到 ,这 将 是 按 根 式 求 
解 的 本 质 去 求解 方程 . 人 们 的 认识 逐渐 深化 ,最 后 达到 事物 的 本 质 . 我 们 一 点 点 
细 说 吧 . 


$3.3 四 次 方程 的 根 式 求解 


y +ay’ +by +cy+d=0 (3. 13) 


z'+p2z’*’+qr+r=0 (3. 14) 


下 面 我 们 采用 法 国 数学 家 笛 卡 儿 (R. Descartes, 1596--1650) 4E 1637 年 提 
出 的 方法 . 令 


Tz 十 px: 十 qz 十 r= 二 (2 +ha4l) (2? +nx4+m) (3. 15) 
分 别 比较 等 式 两 边 T, x”, 各 项 的 系数 以 及 常数 项 ,可 得 出 
n=—k,lt+m—k = p, kh(m—1l) =q, lm =r (3. 16) 


如 果 能 求 出 上 L m WEG. 14) 就 归结 为 求解 (3, 15) 中 右边 的 两 个 因 式 各 为 零 
时 得 出 的 两 个 二 次 方程 . 
为 此 ,我 们 先 从 (3. 16) 中 间 的 两 个 等 式 , 可 得 


2m =k? + p+q/k, 2l = k +p—a/k (3. 17) 
于 是 从 (3. 16) 中 最 后 一 个 等 式 , 就 有 
kf + 2pk* + (P —4nk*® —d =0 (3, 18) 


这 是 一 个 关于 尼 的 三 次 方程 . 因此 上 是 可 解 的 ,于 是 从 (3. 17) 相知 m, 1 也 可 解 
得 . 最 后 从 十 kr 十 1 二 0, x 一 kz 十 m 二 0 中 , 便 能 得 出 原 方程 的 解 z. 当然 
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此 时 的 求 根 公式 是 十 分 元 长 的 , 那 就 不 必 把 它 明 晰 地 书写 出 来 . 要 具体 去 求解 一 
个 四 次 方程 时 ,按照 上 面 的 步骤 一 步 步 地 去 做 ,反倒 比 直接 代 公 式 更 有 趣味 . 

例 3.3.1 Myr —27*+82-3=0. 

HETE k — 4k 4+- 164? 一 64 = (k? 一 4)3 = 0, Aik =+2. m4 k= 2R}, 
l=—1,m=3; 当 上 二 一 2 时 , ! = 3, m =—1. 最 后 有 2.23.4 一 一 1 士 iV2， 
1 士 iV2. 

解 三 、 四 次 方程 的 帷幕 落下 了 . 数学 家 的 下 一 个 高 峰 便 是 五 次 方程 ,当然 还 
有 关于 方程 的 一 般 理 论 ， 


第 二 部 分 
问 五 次 方程 进军 


费 尔 洛 和 费 拉 里 等 人 卡 功 地 解 出 了 三 次 
和 四 次 方程 ,但 是 他 们 的 方法 缺乏 一 种 内 在 的 
推理 ,很 难 把 它们 用 来 解 五 次 方程 . 在 这 一 部 
分 中 ,我 们 讲述 数学 家 对 方程 理论 的 一 些 研究 
和 求解 五 次 方程 的 不 懈 努 力 . 他 们 先 从 探究 解 
二 次 ,三 次 ,四 次 方程 的 一 些 内 在 规律 开始 , 逐 
渐 开始 深入 到 方程 根 式 求解 的 本 质 : 方程 及 其 
根 的 对 称 群 中 去 . 


第 四 章 


ee 


有 关 方 程 的 一 些 理论 


$4.1 韦 达 与 根 和 系数 的 关系 


说 起 韦 达 (FEF，Vieta， 1540 一 1603) 就 会 使 人 想起 韦 达 定理 ; 若 a,. a, 是 
T ppr +q = ORTH. 2? + px tg = 二 (x 一 41)(x 一 a,), 从 而 有 


a, +a, =— P, a, sa 一 人 (4, 1) 


应 用 同样 的 方法 , 韦 达 对 三 次 .四 次 和 五 次 方程 也 推出 了 类 似 的 结果 ,例如 对 三 
次 方程 十 rx 十 px 十 9 二 0, 就 有 


ai 十 oa 十 ai =— r, @ *@, +a, *a,+a,*a, = ps, a, *@,*a, 一 一 9 
(4, 2) 


韦 达 学 的 是 法 律 ,做 过 律师 . 他 还 致力 于 数学 研究 ,在 数学 的 符号 体系 方面 
有 重大 的 贡献 .以 致 代数 学 有 了 重大 的 变革 . 1593 年 , 佛 兰 芒 数 学 家 重臣 
(A. v. Roomen, 1561 一 1615) 出 版 了 《理念 数学 》(ldeae Mathematicae) 一 书 ， 
书 中 有 一 张 当 时 杰出 数学 家 的 名 单 . 荷兰 大 使 向 法 国 国 王 指 出 ,在 该 名 单 中 没有 
一 位 法 国人 .他 又 给 国王 看 书 中 的 一 道 解 方程 题 , 旦 表明 没有 -一 位 法 国 数学 家 能 
解 出 此 题 . 题目 是 这 样 的 : 


TC 一 45r” 4-945" + ++ + 956342° — 37952° +452 


7 51 15 45 
AD -J3 N 8 N 64 

法 国 国 王 召 见 了 韦 达 , 韦 达 具有 渊博 的 三 角 知 识 , 这 使 他 一 眼 就 看 出 题 中 的 
左边 是 2sin 45a, HH r = 2sina 表达 的 多 项 式 . 他 当即 就 得 出 了 第 一 个 解 , 第 二 天 
他 又 解 出 了 另外 22 个 正 值 解 ,而 剩 下 的 22 个 负 值 解 ,由 于 他 认为 无 意义 而 被 他 
BET. 

作为 韦 达 对 根 与 系数 关系 的 研究 的 继续 ,法 国 数学 家 吉 拉 尔 德 (A. Girard. 


(16)= 第 二 部 分 向 五 次 方程 进军 


1592 一 1632) 在 1629 年 证 明了 : WMR as a, s a, 是 一 般 首 1 的 次 方程 
TZ 二 ax ”十 … 十 a, 二 0 的 nn 个 根 , 则 有 


6, =a, 十 十 "十 a, 一 一 Q1， 


0, = am + a, a, “fees +a@,a, + a:Q, aj iiiz Fani an = dz» (4, 3) 


a, 一 aaa = (—1)"a, 


HA oO, k=1, 2, +, 7 表示 所 有 可 能 的 & 个 c; 的 乘积 之 和 . 当然 如 果 已 知 方 
程 的 各 根 的 话 ,我 们 从 (4. 3) 就 能 得 到 该 方程 的 各 个 系数 . 反 过 来 ,从 系数 要 得 出 
根 ,就 得 解 方程 了 . 不 过 ,方程 的 系数 与 方程 的 根 之 间 有 如 此 紧密 的 联系 ,(4. 3) 
中 的 这 些 关 系 式 对 解 方程 肯定 会 有 用 的 . 


$4.2 牛顿 与 牛顿 定理 


牛顿 (I Newton，1642 一 1727) 从 1673 年 到 1683 年 在 剑桥 大 学 讲授 代数 
学 ,期 间 他 对 对 称 多 项 式 的 理论 进行 了 研究 并 作出 了 极 大 的 贡献 . 

对 于 两 个 变量 a Fila, 而 言 ,表达 式 =a, +a, 0, =a +a, 都 是 对 称 多 项 
式 , 因 为 它们 在 a, AH a,, a, BAH a, 的 同时 置换 下 都 保持 不 变 . a > a, a, > 
a, 可 以 形象 地 表示 为 


| i (4. 4) 
a a, 
或 更 简单 地 表示 为 
j HEIE A) (4.5) 
当然 它们 在 变换 
a 4 =). ( A (4.6) 


下 也 不 变 . 容易 看 出 m 十 在 
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t 2, Í 2 
= {(, s)” (, 上 | (4.7) 
下 也 是 不 变 的 . 因此 oi 十 o 也 是 对 称 多 项 式 . 进而 从 
a +a = (a, +a)? —2a,a, 一 ca 一 20， (4, 8) 


可 知 , 对 称 多 项 式 ai + 0} 可 以 用 对 称 多 项 式 c Alo, 的 多 项 式 来 表示 . 这 似乎 表 
Bio, 和 更 基本 一 些 .为 此 ,我 们 把 mi , 0, 称 为 基本 对 称 多 项 式 或 初等 对 称 多 项 
式 . 

l 对 于 3ER a, a, a, 而 言 , 表 达 式 o = a, +a, +a, 0, = a, + a, +a 。 
a, +a, * a, 0; =a, © a, » a, 就 是 初等 对 称 多 项 式 . 而 在 多 项 式 Sa} +53 +50 一 
15a ao 中 , aj ， 0;， a 的 “地 位 ?是 完全 一 样 的 ,因此 它 就 是 , a, a, 的 对 称 多 
项 式 . 用 严格 的 数学 语言 来 说 ,这 指 的 是 它 在 下 面 6 个 变换 或 置换 下 是 不 变 的 ， 


sail 2 (3G: 
i 2 ATi 2 aS 2 >) 
21 3/ \2 3 1/ \3 1 2 
={81> Bo» Bsr Bar Bs» Eo? (4,9) 
此 外 ,从 
5(o +a; +a) —15a,a,a, = 5 (a, +a, 十 oa) 
—15(a, +a, +a,)(a,a, 十 aa + a,a, ) 
= 5cj 一 150,0, (4, 10) 


可 知 , 5(a 十 吧 +3) — 15a,a,0, 可 用 初等 多 项 式 cx , o, 的 多 项 式 表 出 . 

对 于 一 般 的 n,(4.3) 中 定义 的 o，o,，…，, o, 即 是 nn 个 初等 对 称 多 项 式 ,而 
且 此 时 定理 4, 2. 1( 牛 顿 定理 ) 成 立 . (参见 § 28. 2) 

定理 4. 2. 1( 牛 顿 定理 ) 任何 一 个 关于 变量 a, a, +, om 的 对 称 多 项 式 都 
可 以 唯一 地 表示 为 初等 对 称 多 项 式 o, ，o,，…，, om 的 一 个 多 项 式 . 

中 学 数学 里 有 一 类 题目 ,例如 ,不 解 方程 zx + bx ce = 0, Rez +2; 的 值 . 
现在 看 来 整个 解 题 过 程 就 是 在 验证 牛顿 定理 : 在 这 种 具体 情况 下 把 对 称 多 项 
Raita 用 初等 对 称 多 项 式 cl = 2, 十 Xx =—b,.0,—2,°2, —~c RAKE 
而 已 . 
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二 部 分 ”向 五 次 方程 进军 


$4.3 欧 拉 与 复数 


瑞士 数学 家 欧 拉 (L，Euler, 1707 一 1783) 极 其 多 产 , 光 是 发 表 的 论文 的 名 单 
就 自 成 一 卷 . 他 猜测 只 要 进行 适当 的 化 简 运 算 , 五 次 方程 就 可 降 阶 为 四 次 方程 . 
他 确实 解 出 了 rz 一 5px + 5Sp*x—q = 0 等 方程 ,但 仍 解 不 出 一 般 的 五 次 方程 . 

1777 年 , 欧 拉 用 i 表示 一 1 的 一 个 平方 根 , 于 是 复数 就 有 了 熟知 的 代数 表 
RA 


z=a+bi,a,bER (4.11) 
A= MARA 
z = r(cos@-+ isin) (4, 12) 
若 引 入 ([5] p167* , [6] p103) 
e” = cos + isin (4. 13) 


z = re” (4.14) 

在 (4.13) 中 , 令 9= n, 有 
e” 二 1 二 0 (4. 15) 
这 就 是 有 名 的 欧 拉 魔 幻 等 式 , 它 把 0, 1, i, x, e 这 5 个 数 联系 了 起 来 . 数 x,e 除 


了 是 无 理 数 外 ,还 是 超越 数 . 这 一 点 我 们 将 在 第 十 五 章 中 讨论 . 
利用 记号 e*, 我 们 有 


eh e e2 一 (cosb 十 isinl) 。(cos 凡 十 isin 凡 ) =e (4.16) 
作为 一 个 特例 ,有 
(l) se (4. 17) 


$44 1 的 根 


利用 (4. 17) ,可 得 到 方程 


* 这 里 指 的 是 参考 文献 [5] 的 第 167 页 ,以 下 类 推 . 
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x" —1=0 (4, 18) 


Wag. 7a = r(cosé+isin#), WM z = 1 HER r= 1, H nô = 2xk. 因此 对 
k=0, 1, 2, =., n—1, (4. 18) AUF 


1, c= ern, p= wa eee, gm = er/n (4. 19) 


一 般 来 说 ,上 述 解 是 用 指数 式 或 三 角 式 来 表示 的 ,还 不 是 根 式 解 (参见 $3 7.2 和 
例 25. 7. 2). 不 过 ,对 于 n = 1, 2, 3, 4, 我 们 不 难 分 别 求 得 下 列 各 解 


13 1 一 1 1, w. os 1, i, —1, =i (4, 20) 
1 J3. 
其 中 w =— 3 + “39 日 满足 


1 十 w 十 内 = 0, wee = = 1 (4, 21) 
同样 ,对 于 5 记 有 
1 十 5 十 5 十 … 十 5 一 0， Cie El, isl, 2, es (4, 22) 


EW x" —1 = (zx 一 1)(x” peat Har), CR a fa 十 十 
I 十 1 二 0 的 根 ,也 是 x" 一 1 = 0 的 根 . 求 得 了 1 的 = 个 根 后 ,也 容易 求 出 


z"--a=9,a€EC (4. 23) 
的 根 . 设 复 数 d 满足 d" = a, 则 (4. 23) 的 根 为 
d, dt, dt’, = dt (4, 24) 


ER 
Eh Be ; 
. 


ie, 4% RA Hh 


$5.1 范 德 蒙 与 范 德 蒙 方法 


法 国 数学 家 范 德 蒙 (A. T. Vandermonde, 1735—1796)35 岁 时 在 法 国 
科学 院 第 一 次 宣读 了 他 的 数学 论文 ,其 后 又 宣读 过 三 次 . 这 4 篇 论文 就 是 他 
全 部 的 数学 成 果 . 他 毕生 的 兴趣 是 音乐 ,因此 在 数学 家 的 眼中 ,他 是 音乐 家 ， 
而 在 音乐 家 的 眼中 他 是 数学 家 . 他 对 方程 解 的 主要 洞悉 在 于 把 方程 的 每 一 
个 根 用 方程 的 所 有 根 表 出 ,使 之 成 为 根 的 一 个 对 称 表 达 式 ,然后 青 用 3 4. 2 
中 的 牛顿 定理 来 求 得 方程 的 解 . 下 面 我 们 以 解 zx? + bx +c = 0 为 例 , 来 阐明 
他 的 思想 . 设 此 方程 的 根 为 a,, a,. Ho? = 1 有 解 土 1, 且 (二 1) 十 (一 1) = 
0, RNA 

a, = 二 Te +a,)+(a,—a,)], 


2 (5.1) 


= Ha, +a) 一 《ai —a,)] 
其 中 a, +a, = 0, =— b 是 根 的 初等 对 称 多 项 式 , 而 (a, 一 oo ) 却 不 是 G+ a 的 对 
称 多 项 式 . 不 过 注意 到 
[+ (a, —a,) = (a, +a)? —4a,a, = 07— 40, = b’ — 4c (5. 2) 
因此 (6? — 4c)? = 十 (a 一 a,). MRO —4c>0. 且 符 号 VB 一 4c 表示 算术 根 的 
话 , 则 (5. 1) 就 成 为 


—_ -oa 2 一 一 
ai. 2 一 = age at (5. 3) 


EST EEE CELES EN Cy 
$5.2 用 范 德 蒙 方法 解 三 次 方程 


Rx’ + pr+q=0 KRHA a,, a,, a. 注意 到 xz 二 1 的 3 个 根 1, w, ww 满 
足 1 十 wo 十 只 一 0, or 二 1, 则 


a, 一 l(a, +a, +a,) + (a, +a, +a) + (a, 十 oa +wa,)], 
a, = sla, +a, +a,) +w (a, + wa, 十 oa ) + (a, 十 ora 十 was)]， 


a, = lta +a, +a) +wla, Hwa, aa) +a (a, +o a, +wa,) | 


(5. 4) 
注意 到 开 立 方 运算 的 3 值 性 (参见 (4. 24)) ,引入 
U = (a, + a,+a%a,)?, V = (a, Hafa, +wa,)° (5.5) 
可 将 (5. 4) 的 3 个 根 统 一 地 写 为 
1 TU -TF 
Em Cm tata), 77 t 3 (5. 6) 


就 像 我 们 在 上 一 节 中 ,把 (a, — a) a,, 0, 联系 起 来 一 样 ,我 们 下 面 就 要 想 方 设 
EEU, V 与 根 w, a), a, 的 初等 对 称 多 项 式 m，c，o 联系 起 来 . 
对 U,V 施行 (4.9) 所 示 的 S 中 的 各 置换 ,有 下 列 结果 . 


作用 对 象 U 
得 出 结果 U 


me 


V U 


= 
i 


Oo 
w 
| 
OO 
— 
WN SK NNN WN NY WK 
Ww 
‘ae “elo” d el” Meee 
Rn 
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=(, * >) U v 
&= \3 1 2 


由 此 可 见 U 和 V 在 S$; 下 都 不 是 不 变 的 ,而 U 十 V AU -V HIES, 下 是 不 变 的 ， 
即 它们 是 a, a, a, 的 对 称 多 项 式 , 因 此 根据 牛顿 定理 ,可 以 用 


6, =a, +a, +a, =0,0 一 aow 十 aa 十 aa = p, 0, = a,0,0, =— q 
Rik. 事实 上 ,经 过 一 些 代数 运算 ,可 以 得 出 
U+V =—27q, UeV =—27p° (5.7) 
因此 , 解 出 
Ë +27qt —27p = 0 (5, 8) 


得 出 U., V, 便 能 从 (5. 6) 得 到 卡 丹 公 式 : 


—g ri È = q_/¢ . w 
rey rd 十 /二 十 San ora 人 ae (5.9) 


真是 异曲同工 ! 范 德 蒙 以 同样 的 思路 成 功 地 解 出 了 一 般 四 次 方程 . 但 是 对 于 一 
般 五 次 方程 ,他 的 方法 失败 了 . 此 外 ,上 述 找 U 二 Y， U。V 的 方法 并 不 容易 ,是 否 
可 以 针对 原 方程 直接 去 找 一 个 与 根 a, ,a,，…, a, 有 关 的 对 称 方程 ? 解 了 后 者 ， 
再 去 解 原 方 程 ?这 就 是 拉 格 朗 日 的 预 解 式 方法 . 


a Se a 
ol at a G 


拉 格 朗 日 与 他 
预 解 式 方 法 


$6.1 拉 格 朗 日 与 他 的 预 解 式 


HORRA. L. Lagrange, 1736—1813) 是 欧 拉 和 高 斯 人 C. F. Gauss, 
1777 一 1855) 之 间 最 伟大 的 数学 家 . 1771 年 他 出 版 了 一 本 220 多 页 的 (关于 代数 
方程 解 的 思考 》, 在 其 中 他 提出 了 一 个 解 代 数 方程 的 新 方法 一 一 预 解 式 方法 . 我 
们 还 是 以 解 


x+pa+q=0 (6.1) 


Me fA] A A BA Go, , a 是 方程 的 2 个 根 ， 此 时 当然 有 a = q +a 二 一 也 ， 
a =a, * a = g. 定义 称 为 预 解 式 的 新 变量 


i =S h S (6, 2) 


它们 在 S, = |{， >)，(。 7) | 作用 下 ;有 


nl 2 2 
1 2 1 2 | 
(, |: 六 一 本 天 | Ta — Fa} (, 人 Pr) = Fas ra FT; (6, 3) 


构造 以 xr,，r; 为 根 的 辅助 方程 , 称 为 预 解 方程 ， 
OC) = (KX—rI(X—r) 一 0 (6.4) 


显然 它 在 S,( 即 (6. 3)) 下 不 变 , 因 此 它 的 系数 应 是 o. a, 的 对 称 多 项 式 , 所 以 可 
以 用 a， 0, 表示 出 来 . 因此 (6. 4) 是 “已 知 的 ”方程 ; 即 由 原 方 程 的 各 系数 给 证 的 
方程 . 事实 上 ,从 7r; = 一 ;有 


DX) = X -r = X — la = X*—(p’—49) =0 (6.5) 


(24 = 


二 部 分 ”向 五 次 方程 进 和 


先 解 这 个 方程 (因此 称 为 预 解 方程 ), 有 


ri, 2 =iv P — 4q 
不 失 一 般 性 , 取 ri =y p — 4q, 则 ri =@,—a@,, a, +a, =— Pp. 从 而 原 方程 (6. 1) 
的 解 
ee E Le dean (6.6) 


$6.2 ”用 拉 格 朗 日 方法 解 三 次 方程 


对 于 三 次 方程 zx + pz 十 9 = 0, 引信 预 解 式 (参见 (5. 4)) 
ri = Q, + wa, +a’ a, (6.7) 
其 中 Qs Bs a, 是 三 次 方程 十 pz 十 9 = 二 0 的 根 ,用 (4. 9) 中 S, PA 6 个 元 对 r; 
作用 ,经 过 计算 ,并 引入 适当 的 编号 , 则 不 难得 到 下 面 的 2 组 结果 ， 
r, = a, +wa,+oara,, r, =a,+o%a,+wa,, 
r, = wa, Hafa, +a, = wr,» r, = wa, Ha, Hafa, = wr, (6,8) 
r, = afa, +a, Hwa, = ar, s re = wa, Hwa, +2, = afr, 
由 此 定义 拉 格 朗 日 预 解 方程 
OCX) = (X— 7, )(X— ra) (X — r) = Xn)(X — ri) = 0 (6.9) 
其 中 用 到 了 (4. 21) ,这 是 一 个 六 次 方程 . 由 (5. 5) AM = U, ri 二 V. 再 令 


X =t, (6. 9) 就 变 为 二 次 方程 (5.8) T. 这 当然 是 一 个 已 知 的 方程 . 于 是 同样 能 
得 到 卡 丹 公式 ,又 是 殊途同归 了 . 


$6.3 用 拉 格 朗 日 方法 解 四 次 方程 
此 时 n = 4, 整个 求解 过 程 是 清楚 的 ,我 们 就 粗略 地 说 明 一 下 . 先是 用 zx 一 
1 =0 的 根 a a, ,as ，a ,定义 预 解 式 
ri = a, + ie, —a, — ia, (6. 10) 


然后 构建 1， 2,3, 4 全 排列 ,给 出 的 4! = 24 个 元 素 的 置换 全 体 


Ee ALLE ek a ( 公 ) 
salli aa ae ra ad 


RY r WAKE, MATIE ro ras to ra. 于 是 定义 预 解 方程 

D(X) = (X — 7, CX — rı) (X — ru) (6.11) 
它 显然 在 S, 下 不 变 , 因 此 从 牛顿 定理 可 知 , 它 所 有 的 系数 都 是 已 知 的 量 , 也 即 
(6. 11) 是 已 知 的 方程 , 拉 格 朗 日 证 明了 (参见 8》6. 4 的 分 析 ) 这 个 24 次 的 方程 可 
以 降 阶 成 我 们 会 求解 的 一 些 二 次 和 三 次 方程 . 解 这 些 方程 ,得 出 Tie Tor ***s Fu. 
然后 用 它们 来 “装配 ”出 原 方程 的 解 a, ， a, as a, 例如 对 a, 有 

= 二 ta +a, +a, +a,) + (a, + ia, — a, — ia) 

+ (a, —a, — ia, +ia,) + (a, — ia, + ia, — a, ) } (6. 12) 

其 中 ai +a +a +a, = 0, 而 


a, + ia, — a, — ia, = fe 


. . 23 4 
a, — a, — 1a, + 1a, = (, 4 2 3jr， 
` . 23 4 
ai — 1a, +10, 一 04 = $ 3 4 a)r 


WAF ir s Ty s Tr} ,它们 都 已 以 根 式 求 得 . 因此 a 也 就 能 根 式 求解 了 . 
拉 格 朗 日 用 他 创立 的 、 统 一 的 方法 成 功 地 求解 了 二 次 .三 次 和 四 次 方程 , 那 
么 五 次 方程 呢 ? 


§6.4 n= 二 5 时 的 情况 


随 着 n 的 增 大 , 预 解 方 程 的 次 数 增加 得 极 快 ,从 n = 2, 3, 4, 它 的 次 数 分 别 
从 21 = 二 2 次 , 3! = 二 6 次 ,增加 到 41 = 24 次 . 当 nn= 二 5 时 , 设 a a, a, a, as 是 
所 讨论 的 五 次 方程 起 十 px’ 十 qx? 十 rz 十 s 三 0 的 5 个 根 ,那么 此 时 预 解 式 


r, =a,+a,+0’a, + fa, + Ca, (6. 13) 
其 中 £= e (参见 (4. 19)). 由 于 Qis Aas Azs Os Qs 的 全 排列 共有 5! = 120 个 ， 


因此 ,用 S, = | (， ; : i ©) oe) A SPEJE TARNE ri» ra» = Tim? 


(26 = 


二 部 分 ”向 五 次 方程 进军 


共计 120 个 ,而 预 解 方程 
D(X) = (X — r, XX =r) (X — rin) (6. 14) 
尽管 是 “已 知 的 ”, 却 是 一 个 120 次 的 方程 . 能 把 它 归 结 成 一 系列 我 们 已 经 会 解 的 


二 次 .三 次 .四 次 方程 吗 ? 这 是 拉 格 朗 日 方法 的 成 败 关键 所 在 . 
确实 可 以 对 OCX) 进行 分 解 的 . 例如 ,对 于 Cr, =a, + ba, +: fa, 十 Ca, + 


2 
Ca, 就 能 找到 hh = {。 ， ， S DJE S;, 把 它 作用 于 7 上 就 能 得 出 hr 一 


Eri 由 此 在 (6. 14) 的 120 个 因子 中 就 有 CX — Er). BH. MFA, = 


12345 123-45 12345 
(, 5 1 2 srs = (3 45 1 s)he = (, 3 4 5 JESA 
hr, = Cir,,i=2, 3,4. 于 是 OX) 中 含有 因子 
(X= CX — br, jX — tr) (6. 15) 
又 因为 1, 5,…, È —1 = 0 的 根 ,r, 满 足 式 一 请 = 0, Ar Sry. … 
Ctr, Æ r 一 rt = 0 的 根 ( 参 见 (4. 24)). 因此 就 有 
(X—1,)(X— tr, )(X— f'n) = Xr (6. 16) 


类 似 地 ,可 以 得 出 理 (X) 中 还 有 另外 23 个 这 样 的 因子 , 即 类 似 于 (6. 8) ,此 时 共 
有 24 组 (参见 例 10. 4. 1) ,所 以 采用 适当 的 编号 以 后 ,有 


DCX) = (X — iX 一刀)…(X or = 0 (6. 17) 


令 X =t, WERKF t 的 一 个 24 次 方程 . 尽管 这 也 是 一 个 已 知 的 方程 ,但 它 却 
把 拉 格 朗 日 给 卡 住 了 . 拉 格 朗 日 的 预 解 方程 方法 在 n 二 5 时 失效 了 . 他 在 书 中 写 
道 ,.“ 我 们 希望 在 今后 再 回 到 这 一 问题 上 来 . ”然而 ,他 从 此 就 再 也 没有 回来 过 . 

尽管 范 德 蒙 和 拉 格 朗 日 在 求解 一 般 五 次 方程 时 都 失败 了 ,但 是 他 们 首先 强 
调 了 方程 的 解 与 方程 根 的 置换 之 间 的 关系 . 这 就 为 方程 理论 的 进一步 发 展 葛 定 
了 基础 . 

我 们 一 直 在 解 方程 ,这 都 是 以 根 的 存在 为 前 提 的 . 而 且 随 着 方程 越 来 越 复 
杂 , 我 们 也 不 得 不 不 断 地 扩张 数 的 集合 . 那么 ?次 方程 是 否 有 ? MR? 除了 复数 
根 外 ,还 有 没有 其 他 的 根 ? 要 讲 清 楚 这 些 问题 ,就 得 讲 到 数学 王子 高 斯 了 . 


高 斯 与 代数 基本 定理 


$7.1 高 斯 与 代数 基本 定理 


据说 德国 数学 家 高 斯 在 三 岁 多 就 已 经 能 心算 复杂 的 计算 了 . 1787 年 ,十 岁 
的 小 高 斯 立即 解答 了 老师 的 难题 1 十 2 十 3 十 … 十 99 十 100 = 5050. 十 八 岁 的 高 
斯 证 明了 正 十 七 边 形 可 以 用 尺 规 作 图 (参见 》27. 4) ,以 后 又 得 出 了 正 n 边 形 尺 
规 作 图 的 充 要 条 件 (参见 8$ 19. 4, § 27. 3). 这 使 得 令 古 希腊 人 头痛 不 已 的 问题 有 
了 彻底 完美 的 解答 . 1799 年 ,高 斯 在 他 的 博士 论文 中 得 出 了 ([6] p27). 

定理 7.1.1( 代 数 基本 定理 ) n(>0 次 多 项 式 方程 r" 十 a/r” 十 … 十 
a,_,r+a, 一 (au E€ C, i=1, 2, =, nfn PRR. 

如 果 我 们 一 开始 就 在 复数 集合 中 求解 方程 ,由 于 复 系数 方程 的 根 仍 还 是 复 
数 , 我 们 就 不 必 再 把 复数 集合 扩张 了 . 为 此 ,我 们 把 C 称 为 代数 闭 域 . 


$7.2 分 圆 方程 与 它 的 根 式 求解 


在 8 4.4 中 ,我 们 求解 过 xz" 一 1 二 0. 在 复 平面 中 ,这 x 个 根 1，5，…， 
“均匀 地 分 布 在 圆心 在 原点 OQ, 半径 为 1 的 一 个 贺 上 ,所 以 我 们 也 把 x” 一 
1 二 0 称 为 n 次 分 圆 方程 . 它 必定 与 正 n WCE ARR MEA A KCSW 
$ 19. 1). 在 这 里 ,我们 举 几 个 实例 来 说 明 一 下 ,在 这 些 情况 中 分 圆 方程 是 可 
以 根 式 求解 的 . 也 就 是 其 解 ( 特 别 地 ,5 = "> 是 可 以 用 有 限 步 加 \ 减 、 乘 、 
除 和 开 方 运算 来 表示 的 , 首先 ,由 于 i=v 一 1, 则 (4. 20) RHE n= 1, 2, 
3, 4 时 , x" 一 1 = 二 0 是 可 根 式 求解 的 . 其 次 ,对 于 是 合 数 ,例如 n= 二 6, 由 于 
Á 二 1 等 价 于 解 y= 2. y = 二 1, 所 以 我 们 只 要 研究 nn 是 素数 时 , 即 n==5， 
7，11,… 时 , xz" 一 1 二 0 的 解 即 可 .再 者 ,x 二 1 总 是 x 一 1 = 二 0 的 根 , 央 此 
只 需要 求解 


(28) 第 二 部 分 向 五 次 方程 进军 


x" 一 1 


= r 十 z 一 十 十 z 十 1 (7.1) 
即 可 . HF z #0, 引入 
t=ata', C =H? HR, È =e 4+7°4+3t, … (7. 2) 
FRM F n = 5,7, 11 分 别 有 
ZX 十 如 十 十 xX 十 1 二 0, 让 十 t 一 1 二 0 (7. 3) 
xX 十 五 十 "十 TX 十 1 二 0, 一 2 一 1 二 0 (7. 4) 
XT" 十 十 十 TI 十 1 二 0, 站 十 下 一 4 一 3 十 3t 十 1 二 0 (7.5) 


对 于 (7. 3) ERC +t—1 = 0, 再 解 z+ 十 < = t, 不 难得 出 


_ V5 一 1 土 Y 一 2V5 一 10 一 /5 一 1 土 YV2V5 一 10 
A oe ae is (7. 6) 


因此 zf —1 = 0 是 可 根 式 求解 的 . 对 于 (7. 4), 先 用 卡 丹 公式 解 得 ,再 按 (7. 2 
得 ,不 难看 出 一 1 = 二 0 也 是 可 根 式 求解 的 . 至 于 (7. 5) , 范 德 蒙 在 1771 年 用 根 
式 解 出 了 其 中 的 五 次 方程 ,于 是 zu 一 1 = 0 也 根 式 可 解 了 . 4 n=17 时 ,这 与 正 
17 边 形 尺 规 作 图 有 关 , 这 将 在 3 27.4 和 3 27.5 PRR. 高 斯 在 他 的 巨著 (算术 


研究 》 中 表明 了 分 圆 方程 r 一 1 = 0 是 可 根 式 求解 的 ,不 过 他 的 方法 有 沁 洞 
([21] p27, p79). 我 们 将 在 例 25. 3. 1 和 例 25. 7. 2 中 用 伯 罗 瓦 理论 来 阐明 他 的 
结论 . 


$7.3 开 方 运算 的 多 值 性 与 卡 丹 公式 


我 们 有 时 会 把 满足 方程 xz" 一 a 二 0, a € C 的 一 个 解 d, 记 为 4 二 各 ,或 a*. 
但 是 我 们 现在 知道 这 个 方程 有 n 个 解 ,因此 a 与 mn 并 不 能 唯一 地 确定 一 个 解 . 这 


样 就 会 产生 混淆 了 ,除非 男 有 说 明 , 例 如 把 V2 指定 为 满足 方程 一 2 二 0 的 那个 
实 根 . 明确 了 这 一 点 ,我 们 回 过 来 再 看 卡 丹 公式 (3. 10)， 


xz=u+v= {2 3 +E TANTEA LE D 


其 中 用 到 2 个 开 立 方 ,而 每 一 个 都 有 3 个 值 . 因此 u 应 是 满足 
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7 3 
3 ~q q p 
u Ea + Fy 十 27 (7.8) 


N 


中 的 1 个 , 另 2 个 则 是 uw 与 uw?. 我 们 指定 了 一 个 w 然后 按 v= se 确定 


(7.7) 中 的 v. 从 而 得 出 原 方程 的 1 个 解 (7. 7). 那么 原 方程 的 另外 2 个 解 呢 ? 不 
难看 出 它们 应 是 wu 十 wv 与 w utovu. 于 是 卡 丹 公式 为 


3 3 —_ 
本 
41,23 FE 5 十 4 十 -77 -€ 7 4 十 -77 (7.9) 


HH e= 1, w, að. 

代数 基本 定理 毫 不 含糊 地 表明 ,一 般 五 次 方程 一 定 有 5 个 根 的 ,但 是 这 个 定 
理 只 是 一 个 “存在 性 ?的 定理 , 它 并 没有 表明 如 何 去 求 这 些 根 ,更 不 要 说 如 何 用 根 
式 去 求解 出 这 些 根 了 . 事实 上 ,高 斯 在 他 的 博士 论文 中 写 道 “经 过 这 么 多 几何 学 
家 的 不 懈 努 力 ,一 般 方程 的 代数 求解 几乎 是 没有 希望 的 . 这 种 解 看 起 来 越 来 越 像 
是 不 可 能 的 , 且 会 是 矛盾 百出 的 . ”高 斯 这 里 提 到 的 “几何 学 家 ”和 “代数 求解 ”用 
现在 的 用 语 来 说 分 别 就 是 “代数 学 家 ”和 “ 根 式 求解 ”. 

高 斯 又 很 有 迷惑 力 地 补充 了 一 句 光 严密 地 证 明 出 一 般 五 次 方程 不 可 求解 ， 
也 许 并 不 那么 困难 . ”对 于 这 一 课题 高 斯 以 后 并 没有 发 表 过 些 什么 . 不 过 ,确实 有 
人 沿 着 这 一 思路 在 探索 着 . 
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$8.1 被 人 遗忘 的 鲁 菲 尼 


意大利 数学 家 和 鲁 非 尼 ‘P，Ruffini，1765 一 1822) 年 少时 学 习 数 学 、 医 学 . 文 
学 和 哲学 ,相当 多 才 多 艺 . 1788 年 他 开始 行医 又 教 数 学 . 随 着 法 国 大 革命 以 及 拿 
破 仑 人 侵 意大利 ,社会 大 动乱 ,而 就 在 这 有 段 期 间 他 声称 他 证 明了 一 般 五 次 方程 是 
不 能 根 式 求 解 的 . 这 离 费 尔 洛 . 塔 尔 塔 里 亚 和 费 拉 里 破解 三 次 和 四 次 方程 已 经 有 
250 多 年 了 . 1799 年 ,他 出 版 了 专著 《方程 式 的 一 般 理论 》. 但 是 由 于 他 的 证 明 过 
于 复杂 难 懂 ,推理 过 于 迁 回 曲折 ,人 们 难以 读 完 这 有 516 页 的 两 卷 本 . 他 前 后 三 
次 将 书 送 呈 拉 格 朗 日 ,都 没有 得 到 回音 . 

他 的 著作 受到 了 冷遇 ,这 使 他 多 次 尝试 给 出 更 严格 .更易 懂 的 证 明 . 1813 年 
他 发 表 了 《关于 一 般 代数 方程 的 思考 》, 但 仍 未 被 数学 界 认 同 . 倒是 在 他 死 前 的 六 
个 月 时 , 收 到 了 法 国 数学 家 柯 西 (A. L. Cauchy，1789 一 1857) 的 信 , 这 位 一 般 并 
不 赞美 别人 的 数学 家 却 肯 定 了 他 的 工作 . 

鲁 菲 尼 的 证 明 是 有 漏洞 的 ,但 他 的 研究 极 具 开创 性 . 从 寻求 方程 的 求解 公式 
到 证 明 方 程 不 存在 求解 公式 ,这 是 一 场 革 命 . 虽然 他 的 工作 不 久 就 被 遗忘 了 ,但 
是 还 是 后 继 有 人 . 科学 史上 最 令 人 心 碎 的 两 人 登场 了 . 


$8.2 死 于 贫穷 的 阿 贝尔 


挪威 数学 家 阿 贝 尔 (N. H，Abel，1802 一 1829) 在 短 短 的 一 生 之 中 对 方程 论 
和 椭圆 函数 论 等 领域 都 作出 了 划时代 的 贡献 . 他 一 家 七 口 , 父 母 都 酮 酒 ,一 生 都 
处 于 贫困 之 中 . 在 中 学 阶段 ,他 就 开始 阅读 欧 拉 ,牛顿 ,高 斯 以 及 拉 格 朗 日 等 人 的 
著作 ,并 开始 研究 五 次 方程 的 解法 , 在 21 岁 时 ,他 用 反 证 法 证 明了 “一 般 五 次 方 
程 是 不 可 根 式 求解 的 ” 他 自 筹 资金 印刷 他 的 论文 ,但 为 了 节省 印刷 成 本 ,他 把 论 
文 压缩 成 六 页 . 这 就 使 得 表述 过 于 简略 ,很 难看 得 懂 了 . 他 给 高 斯 寄 去 了 一 份 ,但 
高 斯 却 厌 恶 地 把 它 丢 在 一 旁 ,根本 没有 过 目 . 不 过 ，1826 年 他 的 论文 终于 发 表 在 
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( PARE A FE BS HE E.R ATT. 一 个 近 300 年 的 难 
题 终 于 画 上 了 句号 . 

还 是 在 1826 年 ,他 撰写 了 一 篇 关于 超越 函数 的 论文 , 送 呈 法 国 科 学 院 参加 
大 奖 赛 . 柯 西 与 勤 让 德 (A. M，Legendre，1752 一 1833) 被 指定 为 评审 员 . Bh Lb et 
当时 已 74 岁 了 ,他 缺乏 耐心 去 读 阿 贝尔 的 长 篇 手稿 ,只 是 说 “很 难 辨认 ,字迹 很 
淡 ……. ” 柯 西 则 是 自私 自负 ,忙于 自己 研究 ,把 阿 贝 尔 的 论文 丢 在 脑 后 了 . 

1829 年 4 月 6 日 ,年 仅 26 岁 的 阿 贝 尔 离开 了 人 间 . 数 天 后 传 来 了 柏林 大 学 
聘用 他 的 消息 . 1830 年 6 月 28 日 ,法 国 科 学 院 宣布 那 年 的 数学 大 奖 赛 由 阿 贝 尔 
和 德国 数学 家 雅 可 比 (C. G. J. Jacobi，1804 一 1851) 分 享 . 在 雅 可 比 与 挪威 驻 巴 
黎 的 领事 馆 的 努力 之 下 , 柯 西 在 1830 年 找到 了 阿 贝尔 1826 年 的 那 份 手稿 ,并 在 
11 年 后 付 梓 . 不 料 , 在 印刷 过 程 中 手稿 又 丢失 了 . 直到 1952 年 才 在 佛罗伦萨 浮 
出 水 面 , 真 是 多 灾 多 难 . 

一 般 的 五 次 方程 是 不 能 根 式 求解 的 . 不 过 ,我 们 看 到 有 些 特殊 的 五 次 方程 还 
是 可 以 根 式 求解 的 . 那么 ,什么 是 五 次 方程 根 式 可 解 的 判断 依据 呢 ? 这 个 问题 又 
搜 在 数学 家 的 面前 了 . 解决 这 个 问题 的 是 伽 罗 瓦 . 


$8.3 死 于 思春 的 伽 罗 瓦 


法 国 数学 家 伽 罗 瓦 (FE Galois) 生 于 1811 年 10 月 25 日 . 母亲 肩负 起 他 的 早 
期 教育 . 1823 年 ,他 12 岁 时 才 进 学 校 学 习 . 几何 课 用 的 是 勒 让 德 的 4 几何 学 原 
理 少 这 是 一 本 供 两 年 学 习 的 课本 ,但 据说 伽 罗 瓦 仅 伦 了 两 天 的 时 间 就 学 完了 . 
1827 年 秋 , 由 于 他 对 数学 的 酷爱 ,而 对 其 他 任何 科目 者 不感 兴趣 ,他 开始 研读 研 
究 性 的 论文 ,其 中 有 拉 格 朗 日 的 (关于 代数 方程 解 的 思考 } 等 . 当时 他 并 不 知道 鲁 
菲 尼 和 阿 贝尔 的 工作 , 花 了 两 个 月 的 时 间 去 解 五 次 方程 . 最 初 他 以 为 他 求 得 了 求 
解 公式 ,后 来 才 失 望 地 发 现 他 的 解 案 中 有 错误 . 1829 年 ，17 SR RAR 
第 一 篇 论文 ,这 是 关于 连 分 数 的 ,是 他 数学 研究 的 初次 尝试 ,从 此 新 的 数学 思想 
就 不 断 进 发 了 . 

为 了 解答 方程 的 可 解 性 问题 ,他 不 仅 引 入 了 群 这 一 开创 性 的 概念 , 而且 还 创 
立 了 现在 称 之 为 伽 罗 瓦 理论 的 一 个 胃 新 的 代数 分 支 . 1829 年 5 月 25 日 和 6 月 1 
日 ,还 不 足 18 周岁 的 伽 罗 瓦 把 他 的 研究 成 果 写 成 两 篇 论文 送 呈 法 国 科 学 院 , 由 
Py PGA CJ. B. ]，Fourier，1768 一 1830) 等 人 负责 审 稿 . 原 定 于 1830 年 1 月 
18 日 举行 一 次 会 议 应 由 柯 西 给 出 审定 意见 ,不 过 柯 西 却 没 有 出 席 . 第 二 次 会 议 
如 期 在 1 月 25 日 举行 , 柯 西 只 介绍 了 自己 的 工作 ,而 对 伽 罗 瓦 的 研究 只 字 不 提 . 
分 罗 瓦 的 论文 从 此 石沉大海 了 . 


二 部 分 ”向 五 次 方程 进 


1829 年 6 月 ,法 国 科 学 院 宣布 设立 一 个 数学 大 奖 赛 . 个 罗 瓦 当时 已 经 知道 
阿 贝尔 的 工作 . 于 是 他 决定 修改 原来 的 论文 ,参加 这 次 大 奖 赛 , 论文 手稿 是 在 
1830 年 2 月 提交 的 , 傅 里 叶 把 它 带 回 家 中 ,不 料 他 竟 在 5 月 16 日 去 世 了 .这 篇 
后 来 被 认定 为 是 数学 史上 最 能 启发 灵感 的 瑰宝 之 一 的 论文 也 唱 到 了 厄运 . 1831 
年 初 , 伯 罗 瓦 又 给 科学 院 送 呈 了 一 篇 名 为 “关于 方程 根 式 可 解 的 条 件 ” 的 论文 . 这 
次 由 泊 松 (S，D.，Poisson，1781 一 1840) 和 拉 和 鲁 瓦 效 (S. F. Lacroix, 1765— 
1843) 负 责 评审 . 两 个 多 月 过 去 了 ,没有 音讯 . 去 信和 追问 ,也 无 回音 . 一 直到 1831 
年 7 月 4 日 .他 们 有 了 审 稿 意见 : 他 们 尽 了 最 大 努力 ,但 无 法 和 弄 清 伽 罗 瓦 的 证 
明 …… 合 罗 瓦 的 新 概念 ,新 思想 ,确实 大 大 地 超越 了 时 空 . 

伽 罗 瓦 怀 才 不 遇 , 两 次 投考 综合 工科 学 校 都 名 落 孙 山 . 在 他 短 短 的 一 生 之 中 
两 次 人 和 狱 ,撰写 的 论文 又 屡 唱 不 测 ,一 生 坎 坷 ,最 后 又 在 一 次 姑 春 的 决斗 中 死去 . 

1843 年 ,法国 数学 家 刘 维 尔 (J]，Liouville，1809 一 1882) 在 法 国 科 学 院 作 报 
告 ,他 是 这 样 开始 的 :“ 我 希望 我 这 一 宜 布 能 使 在 座 的 各 位 院士 们 深 感 兴趣 ; 在 
伽 罗 瓦 的 论文 中 我 发 现 了 ,他 ,有 多 精确 就 有 多 深刻 精辟 ,证 明了 下 述 优美 定 理 ; 
对 给 定 的 一 个 素数 次 不 可 约 方程 能 判断 出 它 是 否 能 根 式 求解 . ” 

三 年 后 , 刘 维 尔 出 版 了 伽 罗 瓦 的 全 部 专题 论文 . 1856 年 起 ,德国 和 法 国 的 高 
等 学 府中 开始 开设 伽 罗 瓦 理 论 的 高 级 课程 . 
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方 a 到 = Ed E g it 


为 了 使 我 们 能 研读 和 分 享 优美 的 伽 罗 丽 
理论 ,我 们 先 在 这 一 部 分 中 作 些 数学 上 的 准 
备 , 阐 明 集合 、 群 论 、 救 系 与 代数 系 、 向 量 空间 ， 
以 及 域 上 的 多 项 式 等 理论 . 这 栏 就 能 以 近代 的 
观点 去 论述 人 徊 罗 瓦 理论 及 其 许多 应 用 . 


集会 与 映射 


$9.1 集合 论 中 的 一 些 基本 概念 


我 们 把 若干 个 (有 限 或 无 限 ) 固 定 事物 的 全 体 称 为 一 个 集合 . 把 其 中 的 各 个 
事物 称 为 该 集合 的 元 素 或 元 . WHR a 是 集合 A 的 元 , 则 记 为 a E As Ha 不 属于 
A, 则 记 为 a 全 A. 不 含 任何 元 的 集合 称 为 空 集 , 记 作 代 . 

ERA A 与 B 中 的 元 完全 一 致 , 则 称 A 等 于 B， 记 作 A= B; ERRA 
的 元 不 完全 一 致 , 则 称 A 不 等 于 BE A + B; # A 的 元 一 定 是 B 的 元 ， ge 
和 A 是 B 的 子 集 , 记 作 ACGB: 若 AGB, 且 甩 中 至 少 有 一 个 元 6 全 A, WEA SE 
B 的 - -个 真子 集 ， 记 作 A C B. 我 们 把 名 看 成 是 任意 集合 A 的 子 集 . 

在 集合 论 中 ,还 常 应 用 下 列 几 种 逻辑 记号 : A & B 表示 A 及 B;A or BR 
aA RB; A=>B 表 示 有 A RAB; ASB 表示 当 且 仅 当 B 时 就 有 A, 或 A SH 
FB; (7)P 表 示 存 在 具有 性 质 P 的 +;(Yz)P 表示 对 所 有 具有 性 质 P 的 并; 
以 及 & 表示 及 or 表示 或 . 这 些 记号 用 用 就 熟悉 了 . 

对 于 集合 A 与 B8, 我 们 把 它们 的 并 集 , 记 为 C=AUB, 即 z€ CSrEAor 
r E B; 它们 的 交集 , 记 为 C=ANMB， 即 zECerEA& x EB; 它们 的 差 集 ， 
记 为 C= A 一 B, BW x E CSrEA& r ¢ B; 它们 的 直 积 , 记 为 C 一 AXB= 

{(a.b) |a€A&b € B}, 

利用 这 些 概 念 和 记号 ,不 难得 出 N" = N—({0} = {1, 2, +}, 以 及 如 果 R 

是 实数 , 则 RXR 表示 平面 上 的 点 . 


$9.2 集合 间 的 映射 


为 了 比较 A 与 B 这 两 个 集合 ,我 们 引入 映射 这 一 重要 概念 
定义 9.2.1 如 果 存在 一 个 对 应 法 则 /, 使 得 对 于 A 中 的 每 一 个 元 a ,都 有 
B 中 的 唯一 的 一 个 元 = /(a) 与 之 对 应 , 则 称 /给 出 了 从 A 到 B 中 的 一 个 映射， 
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记 作 : f: A 一 B. A 称 为 了 的 定义 域 ,而 (CA) = {f(a) | a € A} 称 为 f 的 值 域 
同时 ,把 6 称 为 a 的 像 ,而 a 是 6 的 一 个 原 像 

按照 所 讨论 的 映射 f: A -> B 的 各 种 不 同情 况 ,可 以 区 分 出 ， 

O BACB, ii (WE Sa) =a, Vae A, 则 称 / 为 包含 映射 , 记 为 i 
者 此 时 B 二 A, 此 时 的 i 称 为 A 的 恒 等 映 射 , 记 为 14. 

GD 若 f(A) = B, 则 称 / 为 A 到 B 上 的 映射 或 满 射 . 


(iii) 4 f(a) = fla >a =a’, as a E A WRES 为 单 射 . 

Civ) 若 了 既是 满 射 又 是 单 射 , 则 称 f 为 双 射 . 此 时 从 f(a) = b; Wid a= 
f(b)， 从 而 确定 了 映射 广 ' : BA, 称 为 7 的 逆 映 射 . 

(v) 若 CCA, 则 由 于 AO € B 对 应 于 c E C, 可 定义 f.: C+ B, BB SF 
的 定义 域 A 缩小 到 C 上 , 则 称 大 为 了 到 C 的 限制 . 

定义 9.2.2 MẸ f: A—B, H g: BC, 此 时 把 a € ARH hla) = 
8(f(a)) EC 来 定义 映射 h; A 一 C, 则 称 h 为 /和 g 的 结合 , 记 作 h = ge f. 

很 明显 ,映射 是 函数 的 推广 ,而 这 里 映射 的 结合 则 是 复合 函数 的 推广 . 

例 9.2.1 Bf: A 一 B 是 双 射 ,不 难看 出 /7": B 一 A 也 是 双 射 ,日 /7'。 
f=1,， ii fe f'= lg. 不 难 证 明 : 

定理 9.2.1 对 于 f: A>B, g: B>C, h: CoD, Bho (ge f) = he 
g)。f， 即 映射 的 结合 运算 满足 结合 律 . 

因此 ,记号 h。g。/ REELT. EE h (g. f), tE lhe g) e f. 


$9.3 集合 4 中 的 变换 


考虑 f:A>BMB=A, MSHA 到 A 自身 的 映射 ,这 是 一 个 重要 的 情 
况 . 此 时 ,我 们 把 映射 了 称 为 A 的 一 个 变换 , 即 1 将 a E A 变 为 f(a) E A. A 的 
所 有 变换 ,构成 集合 工 , 称 为 A 的 变换 全 集 ; A 的 所 有 双 射 构成 了 的 一 个 重要 子 
集 , 记 作 G, 称 为 A 的 变换 群 (参见 § 10. 1). 不 难 证 明 集合 G 具有 下 列 性 质 ; 

(iD 14 E€ G, 即 G 中 含有 人 恒 等 变 换 . 

Gi) 由 例 9.2. 1 可知, FE GeS'EG. 

Gii fEG, gEG>g- fEG. 因此 G 的 元 素 对 结合 运算 * 而 言 是 封闭 的 . 

(iv) 对 于 f» g» h E€ G, 由 定理 9.2.1 可 知 (h。eg)。f=hs (go f) WG 
的 元 素 对 满足 结合 律 . 

我 们 今后 将 多 次 用 到 集合 A 的 变换 群 G 这 一 概念 . 

如 果 把 映射 看 成 是 一 个 集合 与 另 一 个 集合 的 外 部 联系 的 话 , 则 下 面 要 讨论 
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的 “关系 ”, 则 给 出 了 集合 内 元 素 的 内 部 联系 . 


$ 9.4 关系 、 等 价 关 系 与 分 类 


定义 9.4.1 集合 A 上 的 一 个 关系 一 , 指 的 是 一 种 法 则 ,由 它 可 以 判断 任意 
a, b E A 所 构成 的 有 序 偶 (a. b) 是 满足 某 种 条 件 ( 此 时 称 a, b ARR. WE a~ 
b) ,还 是 不 满足 这 一 条 件 (此 时 称 a, b 无 关系 ,; 记 作 Q7CD). 

例如 大 于 (二 ) 就 给 出 了 整数 集合 Z 的 一 个 关系 . 对 于 三 角形 的 集合 ,三 角形 
的 全 等 和 相似 分 别 给 出 了 这 个 集合 的 一 个 关系 . 后 面 的 两 个 关系 还 满足 一 些 附 
加 的 性 质 ,也 即 它们 还 给 等 价 关 系 提供 了 原型 

定义 9.4.2 集合 A 上 定义 的 关系 一 ,者 满足 ; (i) ARE: 对 YaE A> 
a ~a; Cii) 对 称 律 : 对 a ~ bb ~a; (Gii) 传递 律 : 对 a ~b, 6b 一 c=>a ~c, I 
称 一 是 一 个 等 价 关 系 . 

例如 在 复数 集合 C 上 ,两 个 复数 具有 相等 的 模 的 这 一 关系 便 是 一 个 等 价 关 
系 . 我 们 在 后 面 还 会 遇 到 许多 等 价 关系 . 与 等 价 关系 相关 的 是 集合 的 分 类 概念 . 

定义 9.4.3 集合 A 的 一 个 分 类 , 指 的 是 把 A 分 成 许多 称 为 类 的 非 空 子 集 
合 4A,，A,，…, 而 其 中 每 两 个 不 同类 的 交集 为 空 集 ， 它们 全 体 的 并 集 是 A. 

例 9.4.1 全 体 奇 数 和 全 体 偶 数 这 两 个 集合 构成 了 整数 集合 Z 的 一 个 
分 类 . 

设 一 是 集合 A 的 一 个 等 价 关 系 . 对 于 a EA, 我 们 把 A 中 所 有 与 a 等 价 的 
元 都 汇集 在 一 起 ,而 构造 出 A 的 子 集合 A,，, 如 果 此 时 存在 6E A, HoA, W 
同样 构造 A ，…. 显然 这 些 A,, A ，… 给 出 A 的 一 个 分 类 . 反 过 来 ,如 果 给 定 了 
A 的 一 个 分 类 ,那么 我 们 就 可 如 下 地 定义 A 的 一 个 关系 一 : a 一 总 HHAH a, 
b 属于 同一 类 ; atb, 当 且 仅 当 a, 5 不 属于 同一 类 . 容易 证 明 这 个 一 是 一 个 等 价 
关系 . 于 是 有 

定理 9.4.1 集合 A 的 一 个 分 类 可 以 确定 它 的 一 个 等 价 关系 . 反之 ,集合 A 
的 一 个 等 价 关 系 可 以 确定 它 的 一 个 分 类 . 

因此 ,类 也 称 为 等 价 类 ,而 A, 称 为 由 a 确定 的 等 价 类 ,a 是 A, 的 一 个 代表 


当然 ,车 有 a ~ 5, 则 A, = Ass 即 一 个 等 价 类 可 以 由 其 中 的 任 一 元 做 代表 . 因为 
有 这 种 任意 性 ,所 以 任何 关于 等 价 类 的 命题 首先 必须 应 与 代表 元 (的 选取 ) 无 关 . 

由 A 的 等 价 关 系 一 ,确定 了 A 的 各 个 类 A。，A，，…. 以 这 些 类 作 元 素 而 得 
到 的 集合 , 称 为 由 A 按 一 而 确定 的 商 集合 , 记 为 


A/ ~= {A A,» °**} (9, 1) 


(38) 
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此 时 ,很 自然 地 由 a 对 应 A。, 可 定义 fs A -> A/ ~. 容易 验证 这 是 一 个 满 射 , 称 
为 A 到 商 集合 A/ ~ 上 的 自然 映射 


$9.5 整数 集合 Z 与 同 余 关 系 


我 们 把 上 面 的 理论 应 用 在 整数 集合 Z 上 . 取 定 nEN" ,定义 关系 一 ;a 一 b， 
当 且 仅 当 a 一 5 能 被 n 整除 ( 记 作 nn| (a—b)), WRK a, 5b 对 于 模 n 同 余 . 记 为 4 二 
b mod(n). 不 难 验证 这 是 一 个 等 价 关 系 . 这 时 的 等 价 类 称 为 模 的 同 余 类 ,通常 
把 以 a 为 代表 的 同 余 类 记 为 [aj], 或 简 记 为 La] 或 a; 而 把 此 时 的 商 集合 记 为 Z,， 
HAEN RRA. 于 是 


a=fatkn|ke€Z} (9, 2) 
Z, = {1， UF oy 70} (9, 3) 
例如 ， aoe Z, = {1, 2}, 其 中 1 为 全 体 奇数 ， 而 2 为 全 体 偶数 ， ee 


RE. 它们 通常 分 别 是 以 周一 网 二 小 周 日 来 标记 的 . 在 年 份 中 ， En = ia 网 
可 得 出 以 各 、 牛 、…, 铺 等 生 肖 为 代表 的 12 个 同 余 类 . 

为 了 以 后 的 应 用 ,我 们 在 乙 ,中 再 划 出 一 个 重要 的 子 集 Z, 来 . 为 此 ,对 于 
mEN*,RUAC, MER l, mHRKAAR WHR. m LRH, 则 
(l, m) 一 1. 定义 


Z= {REZ |1<k<n, (hk, n) 一 1) (9. 4) 
KAn 同 余 类 乘 群 ( 例 10. 1.3) ,例如 , 当 n = 二 6 时 , Z = (1.5). 当 户 是 素数 ， 


MZ, = {1, 2, es p—1) p}- Ze {i; z. Wa = 1}. 
例 9.5.1 “n= 17h, Z p= ele 7 。 -, 16}, 而 数 3", 对 m = 0, l, 


一 nm = 一 -一 一 一 一 a — -一 一 — 一 一 一 一 — = 一 


2,，…，15 所 属 的 间 余 类 分 别 为 1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 


12, 2, 6, 它们 是 1, 2，…，16 的 另 一 种 排列 (参见 8 27.4, § 27.5). 


$9.6 ”算术 基本 定理 与 欧 拉 函 数 9(n) 


欧 拉 函数 p(n) 定义 为 Z 中 元 素 的 个 数 , 即 p(n) 等 于 满足 1 过 & 近 2 及 
Ck, n) = 1 BYTE BR A AK. BIR GC) = Y(2) = 1, 9(3) = 9g(4) = 9(6) 一 
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25 P5) = 4.0. 为 了 推导 出 p(n) 的 计算 公式 ,我 们 先 来 叙述 算术 基本 定理 . 因 
为 任何 大 于 1 的 整数 ”或 是 合 数 或 是 素数 ,而 在 前 一 种 情况 时 ,” 可 以 唯一 地 分 
解 为 一 系列 素数 的 乘积 . 这 就 是 

定理 9. 6. 1( 算 术 基 本 定理 ) 对 于 大 于 1 的 自然 数 ,一 定 可 把 它 唯一 地 表 
达 为 n = pr + pees e ph, XE pis por > pe ARB, A vy,» vz, 5 
u EN'. 

为 了 求 得 en) 的 计算 公式 ,我 们 先 讨论 两 个 简单 的 情况 ,再 把 它们 综合 起 
来 .首先 求 op"), 这 里 p ARK MFI ck p He, BS p HR HEAR 
(FE k AER p 整除 , 即 ptk. 然而 ,在 1 到 pp" 之 间 , 有 p”' 个 数 , 即 p, 2p, 
3p, =, (Pp 是 能 被 bp 整除 的 ,因此 其 中 不 能 被 p 整除 的 共有 p" 一 pp” 个 . 
于 是 有 


定理 9.6.2 设 记 是 一 个 素数 , 则 94p") = 加 (1 一 三 ) 特别 地 , 当 一 1 


时 , olp) = p—1. 
其 次 ,我们 设 C1, m) = 1, FOR gUm) 的 计算 公式 . 为 此 ,我 们 以 Lk&j], 映 为 
(Cki Lln RELEE 


P: Lin ZX Z'm (9, 5) 


不 难 证 明 ,这 一 对 应 是 与 同 余 类 代表 的 选取 无 关 的 ,因此 p 是 一 个 映射 . 同样 也 
不 难 证 明 p 是 单 射 又 是 满 射 , 即 是 双 射 . 于 是 Z',,, 中 元 素 的 个 数 Um) 应 等 于 
Z XZ), 中 元 素 的 个 数 , 即 Z 中 的 元 素 个 数 p(D 与 Z 中 的 元 素 个 数 w() HR 
积 , 这 就 有 

定理 9.6.3 若 ( m) = 1, K| glm) = GL) + Gm). 

综合 上 述 , 就 有 

定理 9.6.4 对 于 大 地 1 的 自然 数 n, 有 


p = opi gp) 一 ai 一 天)…(1 一 六) (9.6) 


其 中 Pir Pro ***s Pr 是 n 的 各 个 素 因 数 . 
由 此 容易 得 到 w2) = 1, (3) = 2, 9(4) = 2, (5) = 4, (6) 一 2，…， 
当然 这 与 前 面 的 结果 是 一 致 的 . 


群 论 基础 


$101 群 的 定义 


在 引入 群 的 定义 以 前 , 先 来 看 两 个 例子 . 

例 10.1.1 REAA = {1, 一 1), 并 考虑 其 中 元 的 通常 乘法 运算 ,不 难得 出 ; 
G) A 的 元 在 乘法 下 是 封闭 的 ,(i) 该 乘法 满足 结合 律 , 即 对 任意 a, b, cE A, Has 
(bec) = (ab) +c, Gil) AR 1,E NEBR a E A. 8 1+a=a-1=—a, (iv) 由 1:1 =1, 
(—1) + (—1) = 1, 可 知 对 任意 a € A, 存在 bE A, i} a+b =b. a = 1. 

例 10.1.2 整数 集合 Z, 并 考虑 其 中 元 的 通常 加 法 运算 ,同样 也 有 : (1) Z 
在 加 法 运算 下 是 封闭 的 ,(ii) 加 法 满足 结合 律 , Gii 存在 0 E Z, 它 对 任意 a € 
Z,， 有 a 十 0 二 0 十 a =a, (iv) 对 任意 a €E Z, 存在 一 a, 满足 a 十 (一 a) = 
(—a)+a= 0. 

尽管 这 两 例 中 的 集合 不 同 , 而 且 所 考虑 的 运算 也 不 同 , 但 是 它们 有 共性 : 
个 集合 ,一 种 封闭 的 运算 ,还 有 同样 的 一 些 运 算 性 质 . 于 是 人 们 就 从 这 些 具体 的 
原型 中 抽象 出 它们 的 共性 ， 从 而 提出 抽象 群 的 概念 ,然后 对 抽象 群 进行 研究 . 这 
样 通过 论证 ,推理 而 得 出 的 结论 和 定理 便 能 运用 于 任意 具有 这 些 共性 的 具体 对 
象 了 . 这 就 一网打尽 ”了 1! 

定义 10.1.1 在 非 空 集合 G = (a. b, =) 中 规定 元 素 间 的 一 种 运算 , 称 为 
“乘法 ”, 记 作 “ “(在 不 会 混淆 时 可 上 略 去 ，). 如 果 G 对 “。”, 满 足下 列 4 条 公理 ， 
则 称 G 是 一 个 群 , 记 作 (G，*) ,或 简单 地 用 G 表示 

(1) 封闭 性 : Hi as bE G, Mj a “bE G; 

Gi) 结合 律 ; Ea, b, cE G,WWlarb-c=arlbec); 

(iii) 对 任意 a E G, 存在 e CG, BBR e-a—-are=—a,MRe AG HK 
单位 元 ; 

Civ) 对 任意 a E G, 都 有 一 个 逆 元 , 记 作 a ,满足 sa 一 uv =e, 

于 是 A = (1, —1), 在 通常 乘法 下 成 群 ;Z 在 通常 加 法 下 成 群 ;集合 A 的 双 
射 全 体 ,在 映射 的 结合 运算 下 成 群 , 即 A 的 变换 群 (参见 $9. 3). 
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ESHER a. b E G, 有 ab = ba, WER G 为 可 换 群 .对 于 可 换 群 常用 “十 ”号 
RE“ "号 ， 且 把 此 时 的 单位 元 称 为 零 元 , 递 元 称 为 负 元 . WR GAA n T 
KWEA n MEIE | G |= n. 这 种 群 是 有 限 群 ， 否则 则 是 无 限 群 . 下 面 我 


们 主要 讨论 有 限 群 

例 10.1.3 对 于 9.5 定义 的 也, 可 以 如 下 地 定义 它 的 元 素 的 乘法 :a .5= 
ab, 但 是 一 般 来 说 Z, 不 是 群 ,这 是 因为 元 没有 道 元 (参见 8$ 11. 3). 不 难 证 明 
([11]p8) 天 有 逆 元 的 充 要 条 件 是 Ck, n) = 1. 因此 Z, 是 群 , 即 模 n 同 余 类 乘 群 
(参见 $9.5), 它 是 可 换 群 , 且 | Z|= p(n). 


$10.2 群 与 对 称 性 


我 们 可 以 用 绕 O 点 道 时 针 的 ,转动 0 或 360 , 记 为 gl , 转 
动 120 , 记 为 8 ,以 及 转动 240 , 记 为 g, ,这 3 个 对 称 操作 来 描 
ae 2. 1 所 示 图 形 的 对 称 性 . 对 于 g;,， g, EG= {gs gr O 

} ,我们 把 g; e 2, 定义 为 先进 行 g, 再 进行 gj TEGER. 表 
10.2 1 给 出 了 沪 图 形 的 对 称 性 群 的 乘法 表 , 表 中 让 行列 的 
元 素 是 g;，g,. 从 中 我 们 可 以 得 到 一 个 规律 : 表 中 的 每 一 行 和 “>*! 
每 一 列 都 是 这 3 个 群 元 的 一 个 排列 . 在 一 般 的 情况 下 ,有 ([4]j p15) 

表 10.2.1 定理 10. 2. 1( 重 新 排列 定理 ) Wee 

G={g 39." Ent» mj i POUR 1, 2, =, 
n, gg: gg WHUN G. 

群 可 以 用 来 刻画 事物 的 对 称 性 ,这 使 得 
群 论 在 数学 .物理 .化 学 等 学 科 中 有 广泛 的 应 
用 ([2]j,[3]),. 本 书 的 目标 之 一 就 是 要 用 群 去 
刻画 次 多 项 式 方程 的 对 称 性 , 为 此 我 们 现在 来 讨论 $ 4. 2,$6.3,$6. 4 PR 
到 过 的 集合 S: +S; ,S,,S:，… 


$10.3 对 称 群 Sn 


类 似 于 S,， S}, S,» S; ,我 们 把 S ,定义 为 le 2 n 这 nn 个 数字 的 置换 的 
全 体 . 接 下 来 定义 其 中 元 的 乘法 ,使 S. 成 群 . 为 简明 起 见 ,我 们 以 (4. 9) 的 5S; 为 


例 对 于 gs=(，3 e-l 2 aeg 5 5)(5 31): 


= 


1 2 
由 于 1 一 -2 一 -3,， 293 Sen, 3 人 >1 一 1, 则 有 g + g = ( 1 


3 2 1 
gs. 不 难 证 明 S, 在 置换 的 乘法 下 是 群 . 
同样 , 个 数字 1, 2, …, ”的 全 部 置换 S, ,在 上 述 乘法 下 构成 n! 阶 的 对 
称 群 S,. 我 们 将 在 第 二 十 章 中 研究 它 . 


$10.4 子 群 与 陪 集 


集合 有 子 集合 ,相应 地 群 也 有 子 群 这 一 概念 . 

定义 10.4.1 群 G 的 非 空子 集合 日 KRAG 的 一 个 子 群 , 记 作 日 么 G 或 
G SH, 如 果 在 G 所 定义 的 乘法 运算 下 ,日 本 身 构成 一 个 群 . 

显然 (e) 和 G 本 身 都 是 G 的 子 群 ,它们 是 G 的 平凡 子 群 ,G 的 其 他 子 群 则 
是 GG 的 真子 群 . 例如 在 S;( 参 见 (4. 9)) 中 ， H, = {g ’ £2) 是 一 个 真子 群 ， H, = 
(gis gss g) 也 是 一 个 真子 群 . 

i H ÆG 的 一 个 子 群 . 不 难 证 明 ([9] BDH 的 单位 元 就 是 G 的 单位 元 e， 
MAŠ a € HEH 中 的 逆 元 就 是 a 在 G 中 的 逆 元 ac 一 . 另外 , 若 要 验证 G 的 
TEH WG 的 乘法 运算 是 否 成 群 , 就 需要 判断 此 时 H 是 否 能 满足 群 的 4 条 公 
理 . 不 过 ,G 满足 结合 律 , 它 的 子 集 H 也 满足 结合 律 . 因此 验证 的 范围 就 缩小 到 
公理 (CD Gii) . Civ). 对 此 也 不 难 验证 (L9] p34) 

定理 10.4.1 HEG, H ÆG 的 子 群 的 充 要 条 件 是 对 任意 a,， bE 万 ,有 
ab' € H. 

子 群 的 概念 是 重要 的 . 我 们 在 第 二 十 三 章 中 将 会 看 到 伽 罗 瓦 正 是 成 功 地 揭 
示 了 每 一 个 半 次 多 项 式 方程 都 有 一 个 与 S. 有 关 的 子 群 一 一 该 方程 的 伽 罗 瓦 群 
相关 联 , 从 而 把 方程 是 否 根 式 可 解 归 结 为 对 该 子 群 的 性 质 一 一 可 解 性 的 研究 . 在 
这 个 意义 上 ,该 子 群 是 该 方程 的 “遗传 密码 ”( 定 理 25. 7. 2). 

现在 我 们 用 GHATE H 来 给 出 G 的 一 个 分 类 . ACG 可知 存在 c> E 
G—H. 于 是 构造 


aH = {ah |h € H} (10. 1) 


容易 证 明 H 门 a,H = Ø. 如 果 存 在 a, EG, Ha, HUa,H, 则 同样 再 构造 
a,H, 也 有 a,H N (HU a,H) zn Ø. 类 似 地 ,可 得 到 a,H, a,H, maar | 于 是 当 群 
G 是 有限 群 时 就 有 


G=HUaHUaHU-.…Ual (10. 2) 
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我 们 把 G 的 具有 aH PANTERA GRE PR H 的 由 元 素 a 给 出 的 左 
陪 集 . 令 a =e. H= eH =a, HAA H BEG 的 一 个 左 陪 集 . 于 是 (10. 2) 就 
PRA G 的 一 个 左 陪 集 分 解 . 若 1G |= n, | H |= m, 且 把 (10. 2) 中 左 陪 集 的 个 
数 , 称 为 H EG 中 的 指数 , 记 为 (G : H) = l, 于 是 考虑 到 每 一 个 左 陪 集中 元 索 
的 个 数 都 是 m, 即 有 

定理 10. 4. 2{ 拉 格 朗 日 定理 ) 设 昌 是 有 限 群 G 的 子 群 , 则 | G |= 
(G: H).|H |. 

由 上 可 知 子 群 五 的 阶 m 是 群 G 的 阶 n 的 一 个 因子 . Blin, | S, |= 6, 所 以 
如 果 它 有 子 群 的 话 , 它 只 可 能 有 2 阶 , 3 阶 的 真子 群 ,而 不 可 能 有 4 阶 , 5 阶 的 真 
子 群 . 

类 似 地 ,我 们 也 有 右 陪 集 的 概念 . 这 指 的 是 具有 

Ha = {ha |h € H} (10. 3) 
形式 的 集合 . 

例 10.4.1 沿用 3 6. 4 的 记号 , 且 设 H= fe, hy; hz, hz, h} CS; , HF h, 
满足 hr, =Cir,,i=1, 2, 3, 4, W H Z SCH 20.1.2), Hit S, = H U 
aH Ua,H U + U ax H. 而 a;H Xir WER rje Sry. Gr, Gr, Str;. 
j 二 2, 3, =, 24. 这 是 拉 格 朗 日 曾经 得 到 过 的 一 个 结果 . 而 | S, |= 120, 
|H |=5 UK (S; : H) = 24, 这 即 是 定理 10. 4. 2 的 一 个 特例 ,这 也 是 把 定理 
10. 4. 2 称 为 拉 格 朗 日 定理 的 缘故 . 


$ 10.5 正规 子 群 与 商 群 


由 (10. 2) ,我 们 定义 商 集合 
G/H = {H, a,H, a,H, e. aH} (10. 4) 


我 们 希望 在 G/H 中 引入 乘法 运算 , 即 两 个 陪 集 的 乘法 ,使 G/HH 成 群 . 当然 这 一 
乘法 应 与 G 的 乘法 有 关联 . 一 个 很 自然 的 想法 是 令 

a,H .aH = (a; + a,;)H (10. 5) 
Rit hi h; € H, Wa H = ah;H , ajH =ah,H, Pa Sah, AREH 的 
代表 ,aj 与 ajh ;都 是 a;H 的 代表 ,因此 如 果 (10. 5) 的 定义 是 确定 的 话 , 它 应 与 代 
表 的 选择 无 关 , 于 是 必须 有 


aH » aH =ah;H .ah,H = aha,h,H (10. 6) 


A= 第 三 部 分 “一些 数学 基础 
由 此 应 有 
(aa;)H = (ahajh,)H (10, 7) 


然而 ,对 G 的 任意 子 群 日 来 说 ,这 一 条 件 一 般 是 不 能 满足 的 . a A 
了 正规 子 群 这 一 重要 的 概念 . 

定义 10.5.1 WR GETH, AHER a € G, 满足 afH==Ha, 即 此 时 不 必 
区 分 左右 陪 集 , 则 称 HAG NERT, iE GDH RH IGU] p21). 

RGDH, 由 群 的 乘法 满足 结合 律 以 及 定理 10. 2. 1 可 知 , (aha jh,)H = 
(aha, h,H = (aha;)H =(ah;) Ha; = a, (h;H Ja; = a;Ha, 一 aa 五 ,从 而 推 
出 了 (10. 7). 此 时 利用 G/H 中 的 这 一 乘法 ,不 难 证 明 

定理 10.5.1 GDH, 并 按 (10.5) 定 义 (10.4) 中 元 素 的 乘法 , 则 G/H H 
成 群 . 这 个 群 称 为 C 关 于 正规 子 群 五 的 商 群 . 


例 10.5.1 可 换 群 G 的 任意 子 群 都 是 它 的 正规 子 群 . 

例 10.5.2 Æ H ÆG 的 指数 为 2 HTH. G= H UaH =H U Ha, M 
而 有 aH=Ha, Ak GDH. 

例 10.5.3 对 任意 群 G 而 言 , 群 G 本 身 与 (e) 都 是 CG 的 正规 子 群 , 称 这 两 
个 群 为 G 的 平凡 正规 子 群 . 


ARN BON TOA VES OOS 


H 10.5.4 GDH, M | G/H |=|G|/| H|. 


$10.6 循环 群 与 KARR 


设 G 是 一 个 群 ,而 e 是 它 的 单位 元 . 我 们 对 于 0 EN, n CN", 规定 a! 一 e， 


a" =a » ara, a" = (a ')", MERA a" » a" =a™", (a")" =a", Ym, nE 


nm 个 

Z. 由 此 ,我 们 引入 

定义 10.6.1 对 于 nn 阶 群 G, 如 果 存 在 a € G, 使 得 G = {a ,a, a’, *, 
a”}, 则 称 G 为 由 4 生成 的 (有 限 ) 循 环 群 , 记 作 G 一 (a) ,a 是 G 的 一 个 生成 元 

对 于 有 限 群 G, 取 任意 aE G, ae, 构造 日 = (a). WWE H EG 的 一 
个 循环 子 群 . 如 果 G 是 素数 阶 的 , 则 由 拉 格 朗 日 定理 可 知 ,G 不 含 任何 真子 群 , 因 
lt G = H = (a), 即 G 是 循环 群 , 当 然 也 是 可 换 群 , 且 它 的 每 一 个 非 单 位 元 都 是 
生成 元 ， 

例 10.6.1 $9.54, Z= {1, 2} 一 (2)，Z 一 (1,， 2, 3, 4} = (2), 


一 一 一 一 一 二 一 


一 般 地 , 当 户 是 素数 时 ,可 证 明 ([8] p68) Z,= (T, Z, …, p—1) 是 特 
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环 群 . 

在 34.4 和 387.2 中 ,我们 研究 过 x" 一 1 = 0 的 解 .此 时 解 集合 G, = {1， 
Corey Oh, Hep CH ec". 对 于 集合 G,, 以 数 的 乘法 为 G 中 元 素 的 乘法 ,显然 
G, 是 一 个 nn 阶 循环 群 , 且 5 是 它 的 一 个 生成 元 , 对 于 n=6, G = {1. 和 w 一 1， 
w, 0). 由 其 中 的 元 的 性 质 可 知 G, = (1) = (1), G = {1, 一 1} = (一 1)， 
G, ={1, w, a} = lw) = (a), Gy = (O = (6). 由 此 可 见 x* 一 1 二 0 的 6 个 
根 1,5,…, ”中 ,只 有 5, 是 G6 的 生成 元 ,而 其 他 的 4 个 根 都 不 是 GG 的 生成 
元 . 因为 1; 一 1; w, of 满足 的 zx" 一 1 = 0 型 的 方程 的 最 低 数 分 别 为 n= 1, 2, 3, 
它们 只 能 分 别 是 G,，G,，G; 的 生成 元 . 为 此 ,我 们 把 1; 一 1; o, wr 分 别称 为 1 
次 , 2 次 和 3 次 本 原 根 , 即 是 这 些 方程 所 “固有 的 ” 根 . 按照 这 种 说 法 ,5 和 如 就 是 
6 次 本 原 根 了 . 

上 面 从 是 否 是 G6 的 生成 元 的 角度 ,把 x 一 1 = 二 0 的 根 分 成 了 两 类 : 非 本 原 
根 和 本 原 根 . 注意 到 1 = 0°, G, ,5 这 4 个 非 本 原 根 中 的 指数 6, 2, 3, 4 与 
n= 6 EPEE KH T t, G 这 2 个 本 原 根 中 的 指数 1, 5 与 = 6 都 是 互 素 
的 . 因此 不 难得 出 本 原 根 的 另 一 种 刻画 : C* 是 zx” 一 1 = 0 的 一 个 本 原 根 , 当 且 仅 
当 (k, 6) = 1. 

在 一 般 的 情况 下 ， z"—1=0 的 解 1， 5， ae oi 中 , 凡 满 足 (k,n) 一 1 的 
k 所 确定 的 根 C* FE G, RERI E 2" — 1 = 0 的 本 原 根 , 称 为 ”次 本 原 根 . 因此 ， 
z" 一 1 二 0 的 本 原 根 共有 p(n) 个 (参见 39.6). 4n=KM pH, p) = p—1, 
BDC, s+, 5* "都 是 本 原 根 . 

FRE 1—1 =0 H6 PARP: 1 次 本 原 根 有 PC) = 1 个 ; 1;2 次 本 原 根 有 
g(2) = 二 1 个 :一 1; 3 次 本 原 根 有 POG) =2 个 ;w, a; 6 次 本 原 根 有 2(6) =24: 
5' ,5 因此 , 6 = pO) + (2) + 913) + (6) = 2) pd), He D) 是 求 和 符 


dlé 


号 ,下 标 di6 表示 ,对 2(d) 的 求 和 时 ,ad 取 遍 6 的 所 有 因子 , 即 4 = 1, 2, 3 和 6. 
而 在 一 般 情况 下 ,有 


Sed) =n (10, 8) 


din 


$10.7 单 群 


定义 10.7.1 如 果 群 G 除 了 G ABA {e} 这 两 个 平凡 的 正规 子 群 外 ,不 合 
任何 其 他 的 正规 子 群 , 则 称 G 为 ( 简 ) 单 群 
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由 3 10.6 可 知 , 素 数 阶 群 必 是 可 换 群 ,又 因为 它 没有 任何 真子 群 ,所 以 它 又 
是 可 换 单 群 . 反 过 来 , 设 G fin 阶 可 换 单 群 ,因此 G 就 没有 任何 真子 群 . 任 取 4 E 
G, Hae, 构造 (a), BA (a) =G, FÆG = (d =e, a, a’, +, a"). FH 
n ERROMA n= lem, 1<l<n, 1 <m<n OEM la) 是 G 的 一 个 真子 
群 ,这 就 矛盾 了 . AE n 必 是 素数 . 所 以 有 限 可 换 单 群 一 定 是 素数 阶 群 .在 8$ 20. 4 
Al § 20.5 中 有 许多 单 群 的 例子 . 


$10.8 群 的 同 态 映射 与 同 构 映 射 


要 把 (C,。) 与 (G ，X) 联 系 起 来 ,我 们 要 讨论 G 到 G-“ 的 映射 . 这 时 G AG’ 
除了 是 集合 外 ,还 是 群 ,因此 所 考虑 的 映射 还 必须 与 它们 的 乘法 运算 关联 起 来 . 

定义 10.8.1 RAS: (G, + ) 一 (G'，X) 称 为 一 个 同 态 映射 ,如 果 对 任意 
ay pbEG, 有 


fla +b) = fla) X f(b) (10. 9) 


Rp a Alb 的 乘积 <c， bik G 中 运算 “， ”进行 ), 对 应 于 它们 在 G 中 的 像 /(a) 和 
f(b) FRB f(a) X f(b) GE C 中 运算 “XxX” 进行 ). 

这 一 条 件 也 可 以 简单 地 说 成 “f 保持 群 的 运算 ”. 在 (10.9) 中 , 令 a =e, WA 
f(b) = fle) X f(b). 由 此 可 推 知 f(e) 是 G 的 单位 元 2“. 因此 fF 将 “单位 元 映 为 
单位 元 ”. F b =a, & fle) = fla) x fla"'), 由 此 可 推 知 fla") = 
(f(a)) `, BI 三 将 “ 道 元 映 为 逆 元 ” 在 不 至 于 混 消 的 情况 下 ,我们 就 省 略 “。”， 
“X?” 这 些 符号 ， 

定义 10.8.2 映射 f: GC 如 果 是 同 态 映 射 又 是 双 射 , 则 称 为 同 构 映射 . 
此 时 称 G 和 G 同 构 , 记 作 G ~ G 

例 10.8.1 § 10.2.1 所 讨论 的 图 10. 2. 1 的 对 称 性 群 G== (g, 2, 23) 与 
T 一 1 二 0 的 3 个 根 构成 的 循环 群 {1, w, ef} 显然 是 同 构 的 : 0°, 120°, 240°) 
转动 分 别 对 应 1, w, a. 事实 上 ,任意 阶 循环 群 都 是 同 构 的 . 

很 明显 ,两 个 同 构 的 群 , 在 抽象 意义 上 来 看 是 完全 一 样 的 ,两 者 只 有 符号 上 
的 差别 . 

定义 10.8.3 设 f: GG 是 一 个 同 态 映射 ,定义 


Imf= {fla) |a € G}, Ker f = {a EG! fla)=e} (10,10) 


Im f 称 为 同 态 了 的 像 ,而 Ker f 称 为 同 态 f 的 核 . 
符号 Im 和 Ker 分 别 是 英语 中 image( 影 像 ) 一 词 和 kernel( 核 心 ) 一 词 的 缩 
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G, Im f 显然 就 是 f 的 值 域 , 即 Im f= (G). 当然 Im f CG’, 且 了 是 满 射 的 充 
要 条 件 是 Imf = GC". 而 Ker f 表示 的 是 G 中 的 所 有 像 是 e 的 那些 元 所 构成 的 集 
合 , 即 Ker f 是 e 的 原 像 的 全 体 . 当然 Ker f CG, 且 了 是 单 射 的 充 要 条 件 是 Ker 
f= {e}. 还 可 以 证 明 Im f LCG, RGD Ker f ((9] p51). 

由 G 和 它 的 正规 子 群 Ker f RTA BE G/Ker f, 它 的 元 是 aKer f 形式 的 
pede (BW, § 10.5). 因此 由 aKer f 映射 为 f(a), 可 定义 g: G/Ker f — Im f. 不 
难 证 明 这 个 g 是 一 个 同 构 映 射 ([9] p51). 因此 有 

定理 10. 8. 1{ 同 态 基本 定理 ) 如果 f: GG 是 一 个 同 态 映 射 , 则 


G/Ker f ~ Im f (10. 11) 
如 果 /还 是 一 个 满 射 ,那么 Im f = GC’, 从 而 
G/Ker f ~= G’ (10, 12) 


有 了 群 的 概念 后 ,我 们 就 能 更 详细 地 描述 以 前 提 到 过 的 数 集合 N, Z, @&， 
R, C. 


数 与 代数 系 


3 11.1 自然 数 集 N 作为 可 换 半 群 及 其 可 数 性 


自然 数 集 N = {0, 1, >) 对 加 法 运算 “十 ?满足 (iD) 封闭 性 , (ii) 结合 
数学 家 把 满足 条 件 (i)， CASO AINE 在 N 这 个 半 群 中 ， 它 还 有 加 法 的 
零 元 0, 以 及 加 法 运算 是 可 换 的 ,因此 (N, 十 ) 是 -一 个 有 有 零 元 的 可 换 半 群 . 

虽然 N 有 无 限 多 个 元 素 ,但 是 这 个 无 限 有 一 个 特性 : 任意 一 个 n EN, 只 要 
On 1. 2，… 这 样 数 下 去 ,总 可 以 数 到 . 依 此 ,我 们 称 N 是 (无 限 ) 可 数 的 . 


$11.2 整数 集合 乙 与 整 环 


对 于 例如 说 .3E N, 它 的 加 法 负 元 一 3 人 N, MAN, 十 ) 还 不 是 群 ,这 就 必 
须 扩 大 N, 即 把 负 整 数 添加 进去 . 这 就 有 了 整数 集合 Z = 10, 土 1, +2, …}. 此 
时 (Z， 十 ) 是 一 个 可 换 群 . 

Z 中 还 有 通常 的 乘法 运算 ”。”. 容易 知道 (Z，。，) 是 一 个 具有 单位 元 1 的 可 
换 半 群 . 如 果 我 们 在 Z 中 同时 考虑 “十 ”和 “。" 这 两 种 运算 ,那么 (Z, 十 ，，) 还 
分 别 满足 左 分 配 律 a，(5 十 0) =a e bta e c 和 右 分 配 律 b+c) a= beate sa. 
由 此 我 们 引入 环 的 概念 ， 

定义 11.2.1 RAK 有 "十 ”和 ”。 "运算 ,并 满足 ; G) (K. 十 ) 构 成 可 换 
HGD (K, -DHR ÆR, ii) (K, +. OAA Aat, MCK., 

“) 构 成 一 个 环 . MUR CK, + ) 还 满足 (iv) 交 换 律 , 则 称 (K, +. 。) 是 一 个 
TRS. 

于 是 (Z, 十 ,。) 是 一 个 有 乘法 单位 元 1 的 可 换 环 . 同时 ,(Z，…) 还 满足 消 
去 律 ， water Cc 关中 由 cc*a = 一 cb, 可 推出 a = b. 这 是 一 个 很 重要 的 性 质 ， 
为 此 我 们 引 

EX Il. as 2 有 乘法 单位 元 的 可 换 环 , 若 满 足 消 去 律 , 则 称 为 整 环 . 

因此 ,(Z， 十 ,，，) 是 一 个 整 环 . 当然 Z 中 还 有 减法 运算 . 利用 对 任意 上 E Z, 
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有 负 元 一 b, 则 对 任意 a, b E Z, 有 a 一 6 = ec 十 (一 妨 . 根据 这 种 做 法 ,减法 就 是 
由 加 法 导出 的 一 种 运算 了 . 

Z 也 是 可 数 的 ,因为 我 们 可 以 用 0,，1, —1, 2, 一 2，… 这 样 来 数 Z. 这 种 数 
数 法 也 表明 了 , 若 集 合 A 和 8B 均 为 可 数 的 , 则 A U B 也 是 可 数 的 . 


$ 11.3 域 与 有 理 数 域 Q 


IFEK., +, OMA. (K, ) 一 定 不 是 群 . 这 是 因为 天 中 的 加 法 零 
元 0, 是 一 定 没有 乘法 的 道 元 的 . 这 一 点 可 用 反 证 法 来 证 明 . 设 0 的 乘法 道 元 为 
ai 于 是 0。a=1( 这 里 1 是 乘法 单位 元 ,因此 我 们 假定 了 天 中 至 少 存在 0,1 两 
个 元 素 ). 然而 ,由 分 配 律 可 得 0 。4 = (1 一 1)a =a —a = 0, O=1, 这 就 矛盾 
T. 于 是 我 们 只 能 要 求 K* = K 一 (0) 成 群 . 从 而 有 

定义 11.3.1 如 果 整 环 (F, 十 ，。) 至 少 有 2 个 元 , 且 对 下 中 的 每 一 个 非 零 
元 都 有 道 元 , 则 称 下 是 一 个 域 . 

由 此 可 见 域 玉 对 加 法 是 加 群 ,而 下 ”= 下 一 10} 对 乘法 是 可 换 群 , 且 对 
加 法 和 乘法 有 分 配 律 . 在 域 下 中 , 按 a 二 5 二 a*b ,a,bE€EF,b 头 0, 可 
引入 除法 . OE , 域 是 一 种 具有 良好 运算 的 数学 对 象 , 在 其 中 , 域 运 算 , 即 
四 则 运算 ,加 “十 ”, 减 “一 ”, 乘 "X”, 除 “二 ”( 除 数 不 为 O) 能“ 如常 地 进 
47”. 在 方程 的 根 式 求解 中 ， 我 们 对 数字 要 进行 域 运 算 以 及 开 方 运算 , 对 域 
运算 而 言 .由 数字 构成 的 域 - -一 数 域 就 十 分 重要 了 . wae F. 则 一 般 来 说 
Jas nE N? 不 一 定 属于 下 ,所 以 对 开 方 运算 来 说 , 扩 域 就 非常 重要 了 (参见 
第 十 四 章 ). 

例 11.3.1 4n=—KRM p it. Z, = (1, 2, +. p), HMatb=atb, a eb 
=arb, 而 


Z, — 10} = Z,= 1, 2. slat | p—t} 


则 由 例 10. 1. 3 可 知 Zr 构成 域 , 称 为 素 域 . i 1 

不 难 知道 ,作为 整数 Z TE EMRA CQ, dl 4 
+ ，。) 是 一 个 数 域 , 称 为 有 理 数 域 . 而 且 Q@ 也 是 可 "| 一 < 
数 的 . 图 11. 3. 1 给 出 了 正 有 理 数 Q+ 的 一 种 数 数 的 ”103 一 203 一 -3/3 
方法 ( 跳 过 重复 出 现 的 数字 ). 那么 负 有 理 数 Q 也 
是 可 数 的 ,再 由 Q 二 {10; U QU QT 可 知 Q 是 可 
数 的 . 


11.3.1 
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$11.4 KRUR R 的 不 可 数 性 


对 于 实数 集合 R 及 其 中 的 运算 十" 和”。 ”而 言 , 可 以 验证 R 构成 实数 域 . R 
中 除了 有 理 数 外 ,还 有 无 理 数 ,这 使 得 R 不 可 数 了 . 下面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 : 
满足 0 二 7r 二 1 的 全 体 实 数 > 是 不 可 数 的 ,从 而 也 证 明了 R 是 不 可 数 的 . 假定 
是 可 数 的 ,因而 存在 双 射 f; Nr. A 
SOO) = 0. amau adoa" » 
FQ) = 0, awanan» 


(11, 1) 
f@2) =E 0. Awan C22 9 


现 构造 


hag 14 Fi am Os 
b= O. bab bamn 其 中 一 nm O 1,2, °° 
iii 1. 车 a, = 0, 


(11. 2) 


因为 0 一 5 一 1， 由 此 可 推出 5 E ry {H b, FE am’ n = 0, 1, 2, miak. A b ARS 
出 现在 上 述 排列 之 中 ,这 就 与 了 是 双 射 矛盾 了 . 以 后 ,我 们 将 用 到 R 是 不 可 数 的 
这 一 事实 (参见 》15. 3). 


$11.5 复数 域 C 与 子 域 


不 难 验证 复数 集合 C, 对 通常 的 “十 ”和 “。 "运算 而 言 ,满足 域 的 定义 ,因此 
有 复数 域 C. 作为 集合 ,显然 有 CORD Q, 那么 它们 之 闽 是 否 有 进 一 层 的 关系 
呢 ? 为 此 我 们 引入 

定义 11.5.1 GFMEDF, FAO, FFE 中 的 “十 "和 “”。 "构成 一 个 域 ， 
则 称 F H E 的 一 个 子 域 ,而 EE 为 F 的 一 个 扩 域 , 记 作 E/F. 

从 域 的 定义 以 及 子 群 的 判断 定理 10. 4. 1 可 知 ,要 判断 域 玉 的 非 空子 集合 FF 
是 否 为 子 域 ,有 

定理 11.5.1 设 FCE,E 是 域 ,而 下 关 名 , 则 下 是 E 的 子 域 的 充 要 条 
件 为 

(i) Va, b€ F, Ha—beE F; 

Cii) Va, bE F, bf 0. FH ab" EF. 
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换言之 ,下 在 “十 ”,“ 一 ”,“X” “二 ”运算 下 是 封闭 的 . 于 是 不 难 验证 C/R， 
C/Q, R/Q 等 . 我 们 把 C 以 及 它 的 任意 子 域 都 称 为 数 域 . 以 后 我 们 主要 讨论 
数 域 . 

设 下 是 一 个 数 域 ,因为 1 F, 由 此 能 推出 1 一 1 =0, 1 十 1 = 2,… 都 属于 
F, 即 NCF. 再 由 加 法 运算 的 负 元 都 属于 下 ,能 推出 ZC F. 最 后 由 除法 的 封闭 
性 (0 不 做 除数 ) 能 推出 QC F, BI 

定理 11.5.2 对 任意 数 域 下 都 有 F/Q, 即 Q 是 任意 数 域 的 子 域 . 

也 不 难 证 明 ([9] p35) 

定理 11.5.3 设 王 为 一 个 域 , 则 五 的 所 有 子 域 的 交集 下 EE 的 一 个 子 域 . 

除了 上 面 的 C, R, Q 外 ,还 有 许多 其 他 的 数 域 . 例如 ,由 Q 可 构成 


QW2) = (ae 十 pvV2 | a, bE Q} (11. 3) 


对 于 任意 a; +b; /2 E€ QW2), i=1, 2, # (a, +b, J2) + (a, +b, V2) = 
(a, t+a,) + (b, +6,) V2, (a, +b, J2)(a, +6, V2) = (a,a, +26,b,) + (a,b, + 


1 a—b/2 
20, 2,È SS a ( +b 0), i g wp 
a:b) V2, UR ir = SEE Cay 6 天 0), 即 通常 的 “分 母 有 理化 ", 从 上 


可 知 Q(W2) 是 一 个 域 , 称 为 Q 添 加 V2 而 构成 的 域 ( 参 见 § 16. 2). 有 了 域 的 概 
念 , 接 下 来 就 能 讨论 域 上 的 向 量 空间 了 . 


碱 上 的 向 量 鲁 ia 


$12.1 向 量 空间 的 定义 


在 中 学 的 数学 和 物理 中 ,我 们 学 过 和 用 过 平面 中 的 向 量 . 由 这 些 有 方向 ,有 
长 度 的 向 量 构成 的 集合 V: 中 ,有 两 种 运算 : 一 种 是 用 平行 四 边 形 法 则 来 求 两 个 
向 量 的 和 一 一 合 向 量 ; 另 一 种 是 用 数 去 乘 一 个 向 量 , 而 得 出 它 的 一 个 倍数 . 前 者 
是 向 量 的 加 法 ,后 者 是 向 量 的 数 乘 . 当然 这 两 种 运算 还 符合 一 定 的 法 则 . 还 有 其 
他 的 数学 对 象 也 有 同样 的 情况 : 一 个 集合 ,一 种 加 法 ,一 种 数 乘 .一 定 的 法 则 . 为 
此 我 们 抽象 出 下 列 定义 ,以 便 对 它们 作 统 一 的 研究 ([4]」p44). 

定义 12. 1. 1 集合 V 称 为 数 域 F 上 的 向 量 空间 ,Y 中 的 元 素 称 为 向 量 , 如 果 有 : 


(iD 集合 V 中 定义 了 “十 "运算 ,使 (W， 十 ) 构 成 可 换 群 ,此 时 的 零 元 是 零 向 
基 记 为 0. 而 vEYV 的 负 元 记 为 一 v; 

Gi) 对 于 a E F, v EV 定义 了 它们 的 数 乘 运算 , 即 av € V. 而 对 vw, vw. 
vEV,a,bEF, 有 


alv, +u) = av, +av,, (a +b)v = av +bv, (ab)v=a(lbv),1.v=v 
其 中 1 是 域 下 的 乘法 单位 元 , 即 数字 1. 
据 此 ,不 难得 出 平面 中 的 所 有 向 量 构成 R 上 的 向 量 空间 V,. 类 似 地 , 域 下 上 
的 一 元 多 项 式 全 体 , 即 
FL z] = (a, 2°” Heta r +H ag = Ya,’ |a, EF, n€ N} (12.1) 


以 多 项 式 的 加 法 定义 下 Lz] 中 元 素 的 加 法 ,以 数 与 多 项 式 的 乘法 定义 Fla) Pot 
素 的 数 乘 , 则 FLzj] 就 是 下 上 的 一 个 向 量 空间 ， 


$ 12.2 ”向量 空间 的 一 些 基础 理论 
我 们 知道 ,在 V; 中 还 存在 着 向 量 i 和 j, 它们 有 下 列 性 质 : (i) 任意 的 向 量 
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v EV, 都 可 以 唯一 地 表示 为 一 民 十 杂 ,， a, b€ R, (ii) #ai+bj = 0, W% 
有 a=b=0. 这 里 前 面 一 个 0 LSS, 而 后 面 一 个 0 是 R 中 的 数字 0, 但 一 般 不 
会 混 消 ,我们 在 下 面 就 不 加 区 分 了 . 在 一 般 情况 下 ,有 

定义 12.2.1 设 岂 ,如 ，…，v, EV, 称 它们 是 线性 无 关 的 ,如 果 av 十 
a,v 十 … 十 av, 一 0, a,» azs t, a, E F, RHH a; = 0,i1=1,2, °°, s, 否则 
则 是 线性 相关 的 . X V 中 存在 个 线性 无 关 的 向 量 ays us =s u, 且 对 任意 
v EV, WEER J v =a u, +a,u,+°+a,v,, 其 中 ay aa E F, 则 称 
{sts Ups 9 Uy? 是 Y 在 F 上 的 一 个 基 , 且 V 是 n 维 的 . 

因此 上 述 i, j 是 线性 无 关 的 ,它们 是 V; 的 一 个 基 , 且 Vs 是 2 维 的 ,而 F[z] 
中 的 1 292" FER PETC HAY. A Fla lA A PRE BY. 


$12.3 数 域 作 为 向 量 空间 


我 们 以 有 理 数 域 Q 为 例 来 说 明 . Q 作为 域 已 有 元 素 间 的 乘法 和 加 法 . 现在 把 
定义 12.1.1 中 的 V AA Q, 下 也 取 为 Q, 则 由 Q 是 域 不 难看 出 ,此 时 Q 是 Q 自 
身上 的 向 其 空间 ,而 且 此 时 Q 是 1 维 的 . 类 似 地 ,R 和 C 都 分 别 是 其 自身 上 的 向 
量 空间 . 

如 果 我 们 取 V = C, F= R, 即 这 时 的 数 乘 是 用 实数 去 乘 , 则 C 也 是 R 上 的 
问 量 空间 ,我 们 把 c € C, 写成 c= 二 a 十 bi, a, bE R, 把 C 看 成 是 R 上 的 向 量 空 
间 , 则 C 有 一 个 由 {1, i} 构成 的 基 , 所 以 C 作为 R 上 的 向 量 空 间 是 2 维 的 . 同 
样 ,(11.3) 给 出 的 Q(V2) 是 自身 上 的 1 维 向 量 空间 ,而 作为 Q 上 的 向 量 空间 时 ， 
它 有 基 (1, V2), 所 以 是 2 维 的 . 然而 , 当 我 们 取 V =R, F= Q 时 , 则 R 是 Q 上 
的 向 量 空间 ,不 过 诸如 基 和 维 数 之 类 的 问题 就 不 那么 简单 了 . 这 将 在 S 16.6 中 
进一步 分 析 讨 论 . 


第 十 三 


PFPP 
$13.1 一 些 基本 事项 


一 元 多 项 式 f(x) = i sa; E F, n E€ NN 应 是 (12.1) 所 示 的 FLz]j 中 的 


i= 


元 . 若 最 高 项 系数 a, AO, n>0, WK f(x) ken KH, A n=0, Ti a, % 0, W 
f(x) 二 ao 是 0 次 的 , 即 下 中 的 非 零 元 是 0 次 多 项 式 ; 若 所 有 的 a; 都 为 0, 即 
f(z) 二 0 是 零 多 项 式 , 它 是 下 中 的 零 元 ,我 们 不 定义 它 的 次 数 . f(z) 的 次 数 用 
deg f RXR. 

对 于 FLzj 中 多 项 式 的 加 法 和 多 项 式 的 数 乘 ,FLzj 是 下 上 的 一 个 向 莉 空 间 . 
而 FLzj 中 还 有 多 项 式 的 乘法 ,不 难得 出 FLzj] 是 一 个 整 环 . 


$13.2 多 项 式 的 可 约 性 与 艾 森 斯 坦 定理 


定义 13.2.1 MF plz) E Fla], degp 1, 如 果 不 存在 分 别 满足 
deg ¢ > deg f > 1 Fil deg p > degg > 1 
的 f(r), g(r) E Fla}, (4 plz) = fla) + gla), WERK plr) Æ Flr] POR F 
上 ) 是 不 可 约 的 ， 否则 是 可 约 的 . 


利用 因 式 分 解 可 将 可 约 的 多 项 式 分 解 成 一 些 次 数 更 低 的 多 项 式 . 不 过 多 项 

式 是 否 能 因 式 分 解 是 与 所 考虑 的 域 有 关 的 . 例如 zz 一 2 在 Q 上 是 不 可 约 的 ,但 在 

R E z? —2 = (2—V2)(z4+V2). Man r —2? —2 PAEA Aa], Rix], Clr] 

中 的 多 项 式 就 分 别 有 (zx? 一 2)(x + 1), (£ 一 V2)(z 十 V2)(z 十 1)， 

一 /2)(z 十 Y2)(z 一 i) (zx 十 让 . 为 了 今后 的 应 用 ,我 们 给 出 高 斯 的 学 生 德国 数 

学 家 艾 森 斯 坦 (F. G. M. Eisenstein, 1823—1852) iE 8A ùt hS F 7) #4 (C10) 
p19). 
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定理 13. 2.1( 艾 森 斯 坦 不 可 约 判 据 ) 设 f(z) = Yar’ € Az), Ba, € 


Z, i=0, 1,2, +, n, 如 果 存 在 一 个 素数 p, 它 能 整除 a, 外 的 所 有 系数 , 且 记 不 
能 整除 a, ,那么 f(z) 在 QQ 上 是 不 可 约 的 . 

例 13.2.1 f(r) =27 一 10z 十 5 在 Q 上 是 不 可 约 的 ,这 是 因为 存在 p= 
5, 能 满足 上 述 定理 要 求 . 

例 13.2.2 多 项 式 忆 一 1=(z 一 1)(z 十 … 十 zx 十 1) = (zx 一 1) f(a), 
AEREE Q 上 是 可 约 的 . 当 是 偶数 时 ,因为 f(x7) = 2" 十 z 十 … 十 z 十 1 一 
(十 1)(Cz 一 十 Z * re ez? 41), 所 以 f(x) 仍 是 可 约 的 ; 当 n 是 奇数 时 ,尽管 
A(z) 的 根 都 是 复数 ,但 是 它 可 能 在 QQ 上 仍 是 可 约 的 . 例如 n= 二 9 时 , f(r) 一 工 十 

二 "十 I 十 1 三 (天 十 z 十 1) (2° +2741) (BR § 19. 3). (824 n= p (RRO, 
fla) = a S42? ”十 十 z 十 1 在 Q 上 不 可 约 . 这 是 高 斯 研究 过 的 一 个 课题 . 要 
直接 应 用 定理 13. 2. 1 来 证 明 此 时 f(x) 在 QQ 上 不 可 约 是 行 不 通 的 . 为 此 ,我 们 利 
用 f(z) 在 Q 上 的 不 可 约 性 等 价 于 f(z 十 1) 在 Q 上 的 不 可 约 性 这 一 点 .于 是 由 


z? —1 = (rz—1) f(r), RI f(z) = Z] ， 有 
(xz 二 DD? 一 1 _ pr’ +e +pr 
Pe eae x 
Sat + prt? HPPD po pm tp (13. 1) 


其 中 在 Cr + 1)? 展开 时 用 到 了 牛顿 二 项 式 公 式 . 由 定理 13.2.1 知 , f(r + D 在 
Q 上 是 不 可 约 的 . 


$13.3 关于 三 次 方程 根 的 一 些 定 理 


对 于 f(z) € Fla], FCC. BLE a € C 使 得 f(a) = 0, 则 称 a 是 多 项 式 
f(z) 的 一 个 根 ,或 多 项 式 方程 f(x) = 0 的 一 个 根 . 为 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 考虑 


E eee eS oo © 


域 玉 上 的 一 般 三 次 方程 
ax’ +bx*?*+cr+d=0,a,6,c,dE€F,a¥0 (13. 2) 
并 列 出 下 面 3 个 定理 ; 
定理 13.3.1 设 (13. 2) MARA a, a, a, Ma, +a, +a, =< €F. 
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这 就 是 韦 达 定理 的 根 和 系数 的 关系 . 其 次 ,正如 我 们 所 熟知 的 , 实 系数 多 项 
式 方程 ,如 果 有 复 根 a 十 页， b40, WE—-EAR RAGE o— bi, BE APE BR 
是 成 对 出 现 的 ,我 们 同样 也 有 (参见 $16. 1). 

EE 13.3.2 wR ptr 是 (13.2) 的 一 个 根 ,其 中 pp, g,rEGF,r 二 0, 且 
Yr Ẹ F, W p-ar 也 是 (13. 2) 的 一 个 根 . 

例如 字 — S27? 十 5z 一 1=(z 一 1)(z 一 2 一 3)(Cz 一 2 十 3), 根 2 十 V3 与 
根 2 一 V3 是 成 对 出 现 的 . 

定理 13.3.3 如 果 (13.2) 是 整 系数 方程 , 即 此 时 a, bg, c,d € Z, HERA 
理 根 p/q: HEF p. qEZ, H(p, 9g) 二 1, BART p MEd 的 一 个 因数 ,而 分 母 
4 应 是 a 的 一 个 因数 . 

这 个 定理 也 是 熟知 的 . 例如 122° 一 8z -3r 42 二 0 可 能 的 有 理 根 应 为 十 1， 
+2, 41/2, 十 1/3, 42/3, +1/4, 十 1/6, 十 1/12. 经 验证 可 知 1/2, —1/2, 2/3 
EHR. 

13.3.1 容易 验证 整 系数 方程 8z 一 6z 一 1 = 0 没有 有理 根 . 

在 群 论 中 ,我 们 常 感 兴趣 的 是 如 何 决定 一 个 群 G 的 子 群 ,而 在 域 论 中 ,我 们 
感 兴趣 的 却 是 给 定 一 个 域 后 如 何 去 作 出 它 的 扩 域 . 这 一 问题 我 们 将 在 下 一 部 分 
中 来 研究 . 


第 四 部 分 
扩 域 理论 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 将 讨论 扩 域 的 理论 ， 
尤其 是 有 限 扩 域 的 理论 . 随后 讨论 了 代数 数 和 
超越 数 ,以 及 代数 扩 域 ,其 中 特别 重要 的 是 单 
代数 扩 域 ,最 后 还 讨论 了 有 重要 应 用 的 纯 扩 域 
PRAH. 


第 十 四 章 


有 a 城 


$14.1 扩 域 作为 向 量 空间 


WE/F 是 扩 域 ,我 们 以 如 下 的 方式 把 扩 域 巨 看 成 其 子 域 玉 上 的 一 个 向 量 
空间 : 把 定义 12. 1. 1 PAV, +) ABR PF RACE, -A E HFR F. i 
ROE 中 元 就 有 原来 的 加 法 运算 . 对 E 中 元 原来 的 乘法 运算 , 即 c, d E E 有 
cd CE, 我 们 把 c 限制 在 中 .好 cE FF, 而 d EE, 这 就 有 了 以 子 域 下 作为 数 域 
对 扩 域 E 的 数 乘 . 不 难看 出 ,在 这 种 处 理 之 下 , 扩 域 正 就 是 其 子 域 下 上 的 一 个 向 
量 空间 了 . FEP E/F 就 可 应 用 向 量 空间 的 理论 了 . 

定义 14.1.1 设 E/F 是 扩 域 ,车 玉 作 为 F 上 的 向 量 空间 是 有 限 n 维 的 , 记 
fE n = [E: F], 则 称 E/F 是 一 个 n KART R EN E E F 的 一 个 无 限 
T 

HLE : Fi = n, 那么 在 E PRM (es er. 0e es 使 得 对 任意 
a € E 

a =a e, +a,e.+*+a,e,, a E Fy, i= 1,2. 2 7 (14. 1) 


例 14.1.1 XFA 344 QW2) A LQW2): Qj =2. A {1, /2} HQW2) 
在 Q 上 的 一 个 基 . 对 于 OUD = lab II+ Si ja, b, c E Qh & [QW2): 
Q] =3. 而 {1, 42, 14) 是 Q(V2) 在 Q 上 的 一 个 基 . 


$14.2 维 数 公式 


考虑 Q(2, V3) = {a 十 bYV2 十 cV3 十 dy6 | a, b,c, dE€ Q}. 不 难得 出 
Q2. 3)/Q(CV2) . WR QW2. /3)/Q. AAT 


Q/2, 43) DQW2) DQ (14, 2) 


(60) 第 四 部 分 扩 域 理论 


我 们 把 Q(W2) 称 为 Q(V2, V3) 和 Q 的 中 间 域 .由 ae 十 bV2 十 cv3 十 dV6 = (a 十 
6/2) 十 (c 十 dvV2)V3 可 知 , LOZ, V3) : Q(W2)] = 2. mi LQW2, /3): Q? = 
4, 所 以 
[Q(W2, V3) :Q] = [QW/2, V3) : QW2)] - [QW2):Q] (14.3) 
事实 上 , 若 
KODEDF (14. 4) 
H u,» Uns ***s u, 是 五 在 FF CME, i w» Ws "s Wy 是 五 EE 上 的 基 , 则 不 
难得 出 uw ((8 | p42), j= 1, 2, *** My j æ 1, 26 ts m 是 天 在 FF EA. 于 
是 


定理 14. 2. 1( 维 数 公式 ) AEBSF 的 有 限 扩 域 ,而 K 是 E 的 有 限 扩 域 , 则 
K 是 F 的 有 限 扩 域 , 且 有 


[K : F]=(K:E]+(E: F] (14.5) 
Hit 14.2.1 [E:F] MLK + E] RE LK: F] HAR. 
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fft 
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代数 数 与 超越 数 


$15.1 代数 元 与 代数 数 


定义 15.1.1 KWE/FRPRM.A CEE. 如 果 a 是 系数 在 下 中 的 一 个 非 零 
多 项 式 的 根 , 则 称 a 在 下 上 是 代数 的 .或 是 代数 元 :否则 是 超越 的 ,或 是 超 
"GIS. LL 设 E/F 是 扩 域 , 则 对 任意 a€ F, 在 FF 上 都 是 代数 的 ,因为 a 必 
定 是 x 一 a 的 根 . 

例 15.1.2 由 C/Q AH. v2 和 i 在 Q 上 都 是 代数 的 ,因为 它们 分 别 是 
TT — 2, T 十 1 的 根 . 

由 CR 二 Q,2 和 i 在 R 和 C 上 也 必然 是 代数 的 . 

当然 "代数 的 "和 “超越 的 ”, 或 “代数 元 ”和 “超越 元 "都 是 对 固定 的 扩 域 E/F 
而 言 的 . 例如 圆周 率 x eR, 它 对 C/R 而 言 ,就 是 “代数 的 ”, 因 为 它 是 rx 一 7 的 
HEM R/Q 却 是 “超越 的 ", 即 x 不 是 任何 有 理 系 数 多 项 式 的 根 ( 参 见 
15. 3). 另外 ,对 于 C/Q 这 一 特殊 情况 ,更 进一步 有 

定义 15.1.2 对 于 C/Q, 如 果 c<EC 在 Q 上 是 代数 的 , 则 称 它 为 代数 数 , 否 
则 则 是 超越 数 . 


这 也 就 是 说 c E C 是 代数 数 , 当 且 仅 当 。 是 菜 个 非 零 的 /(z) = Yar! 的 
根 , 其 中 的 wa 5 a, EQ 如 果 用 各 个 ai 的 公分 母 去 乘 jz) ,那么 也 可 以 
等 价 地 说 < 是 某 个 非 零 的 整 系数 多 项 式 > biz: HR JERK bos bi e b, € 


Z. 因为 任意 wEQ 在 Q 上 都 是 代数 的 , 故 Q 中 的 所 有 数 都 是 代数 数 . 如 果 把 代 
数 数 的 全 体 记 作 A 的 话 . 则 从 v2 © A, 有 


QCACC (15. 1) 


© 第 四 部 分 扩 域 理论 


$15.2 代数 数 集 A 是 可 数 的 


如 果 我 们 能 证 明 ZLzj 中 方程 的 个 数 是 可 数 的 ,于 是 从 每 个 方程 的 根 都 是 有 
限 的 ,那么 就 可 以 如 下 地 来 数 所 有 根 , 也 即 代 数 数 : 对 于 第 一 个 方程 , 列 出 它 的 
所 有 不 同 的 根 ,然后 到 第 二 个 方程 , 列 出 以 前 所 有 没有 出 现 过 的 根 , 然 后 ,以 此 类 
HE. 为 此 ,我 们 用 符号 (m，a), m, a CN” 来 表示 ZLzj 中 的 次 数 为 思 , 且 各 系数 
a; 的 绝对 值 ,满足 | ai | 委 a 的 一 类 


a 方程 中 系数 最 大 绝对 值 a 一 ~ 
方程 . 例如 (1，1) 表 示 方 程 z 二 0 一 ao, p— m (3) 一 -04) » 
0, z 士 1 一 0; (1, 2) 表 示 的 方程 , 除 E aa aa 04 . 


了 上 面 已 出 现 过 的 ,还 有 尚未 列 出 浆 a a Baa 
过 的 : + 土 2 = 二 0, 2z 士 1 一 0. 图 二 i 3, 

15. 2.1 8H T On. a) 类 方程 的 一 个 | wn UD WD HO 
数 数 方法 : 先 考虑 类 (1，1) . 列 出 其 

中 的 方程 ,然后 轮 到 类 (1, 2), 列 出 mts: 

其 中 出 现 的 新 方程 ,然后 ，… 因为 每 一 个 整 系数 方程 必 属 于 某 一 类 (mm，a) ,于 
是 有 : ZLzj] 中 方程 的 个 数 是 可 数 的 ,从 而 代数 数 集合 A 是 可 数 的 . 


$15.3 超越 数 的 存在 


我 们 已 知 Q 是 可 数 的 ,A 是 可 数 的 ,而 及 是 不 可 数 的 .不 过 ieE A, 即 i 是 代 
数 数 ,因此 A 中 有 复数 , 为 此 ,我 们 研究 A 门 R, 即 实 代 数 数 的 集合 . 首先 ,由 于 AA 
是 可 数 的 ,因此 ,由 于 QCA, AEH Q=QNRCANR FEAN REAR 
的 , 即 分 布 在 实数 轴 上 的 代数 数 是 可 数 的 . 其 次 ,因为 R 是 不 可 数 的 ,所 以 及 一 
AQ R 关 名 , 也 即 R 上 存在 不 是 代数 数 的 数 , 它 们 就 是 超越 数 了 . 它们 不 是 任何 
有 理 系 数 的 多 项 式 的 根 ! 

上 面 的 证 明 是 基于 集合 论 之 父 德国 数学 家 康 托 (G. Cantor, 1854—1921) 
在 1874 年 作出 的 证 明 , 不 过 当时 的 数学 界 对 此 有 很 大 的 怀疑 . 1844 年 , 刘 维 尔 
构造 了 (L6] p20) 


é= >) 10™ (15. 2) 
a= 


并 证 明了 它 是 一 个 超越 数 . 直到 1873 年 ,法 国 数学 家 埃 尔 米 特 (C，Hermite， 
1822 一 1901) 才 证 明了 自然 对 数 的 底数 e( 参 见 》4. 3) ,这 个 “自然 出 现 的 数 ” 是 
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超越 数 . 1882 Æ, HE RAE (C. L. F. Lindemann, 1851 一 1939) 证 明了 
圆周 率 x 也 是 超越 数 ([10] p86). 


$15.4 代数 扩 域 


定义 15.4.1 H E/F 是 扩 域 ,如 果 玉 中 的 每 一 个 元 在 F 上 都 是 代数 的 , 则 
PR E FE F 的 一 个 代数 扩 域 . 

设 E/F 是 一 个 n 次 有 限 扩 域 ,于 是 LE + F] = n. 此 时 对 任意 a € E, n 十 1 
个 向 量 1，a， a? 9 "oa 必定 是 线性 相关 的 (L4j p44, L6] p116), 因此 存在 不 完 


全 为 零 的 ao， ayy s a, € F, 使 得 Yaa’ = 0, 即 a 是 F[z] 中 非 零 多 项 式 


f(x) = Daz 的 根 , 从 而 a 在 F 上 是 代数 的 . 这 就 有 


定理 15, 4.1 SF MARR ME 是 下 的 一 个 代数 扩 域 . 

对 于 域 列 KDEDF, 如 果 E/F 和 KK/E 都 是 有 限 扩 域 ,于 是 由 定理 
14.2.1 和 定理 15. 4. 1 可 知 K 是 F 的 代数 扩 域 .有 限 扩 域 一 定 是 代数 扩 域 , 那 
么 反 过 来 ,代数 扩 域 是 否 一 定 是 有 限 扩 域 呢 ? (参见 $ 16. 6) 


单 代数 扩 域 


$16.1 最 小 多 项 式 


设 E/F EPIR, H a eC EEF 上 是 代数 的 ,于 是 存在 f(z) E Fler], 而 
fla) == 0. 当然 满足 这 一 条 件 的 多 项 式 是 无 限 多 的 . 例如 (3x 一 3) f(x) 也 具有 
这 一 性 质 . 于 是 我 们 在 这 众多 的 多 项 式 中 ,选取 首 1 的 , 且 次 数 最 低 的 一 个 . 不 难 
理解 满足 这 两 个 条 件 的 多 项 式 在 下 上 一 定 是 不 可 约 的 , 且 是 唯 -- 的 ,把 它 称 为 a 
在 F 上 的 最 小 多 项 式 ([8] p44). 

例如 ,对 于 R/Q, Ha, b EQ,a,5 关 0 给 出 的 a 十 bvy2 的 最 小 多 项 式 就 是 
(2—a—bV2)(x—a+bV2) 一 好 一 2az 十 好 一 212; 而 对 C/R, 由 a, bE R,a， 
b 关 0 给 出 a 十 所 的 最 小 多 项 式 就 是 (TI 一 a 一 b)(rz 一 a 十 bi) 二 x 一 2a 十 
a +h. a 十 bv2, 以 及 a 土 所 必须 成 对 地 出 现 ,这 使 我 们 引入 

定义 16.1.1 设 E/F 是 扩 域 ,a, ,a, EE 在 F 上 是 代数 的 ,上 且 在 F 上 有 相 
EMREDEN. MRENE F EEH. 

F fi atb? 5a—bV2 EQ LEIH, a+bi 5 a—bi t R kÆ h. 
FERH 5 3X ASE SY A eH EE HE 


$16.2 单 代数 扩 域 


设 E/F 是 扩 域 , 且 a EEE 在 F 上 是 代数 的 . 考虑 正中 所 有 了 既 包 含 眉 又 包含 
a 的 子 域 . 类 似 于 定理 11. 5. 3, 不 难得 出 它们 的 交集 是 E 的 一 个 子 集 , 且 是 包含 
it E/F EPIR, H LE: Fl=n. WERE E, A ED Flu) DF. 于 是 
从 推论 14. 2.1 IA CF) F] |n. (FPG) + F] 称 为 元 x 在 F 上 的 次 数 . 因此 任 
意 元 u 的 次 数 应 是 n 的 一 个 因数 , 例如 v2 E€ R, 在 Q 上 是 2 次 的 ;i EC 在 R 上 
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也 是 2 次 的 , 


由 F(a) 的 构成 ,不 难得 出 F(a) 中 元 素 应 具有 的 形式 . 它们 是 由 下 中 的 元 以 
及 a 作 材料 ,用 "十 "“ 一 "“X?”、“ 二 "运算 构成 的 种 种 可 能 元 素 组 成 . 不 难 


看 出 F(a) 中 的 一 般 元 应 具有 Daa |Y oo 这 种 形式 ,其 中 a,, b, € FL 0< 


iSn O<j<m, H Dba! £0. # f(x) = Yat, gla) = Db ， 则 
F(a) = a Shay | fa), g(x) € Fiz), gla) #0} (16. 1) 


例如 ,对 于 下 二 Q, a = V2, 因为 W2) = 2, (W232) = 22, =, 则 
{see 
c+d 


QW2) = a,b,c, d E€ Q, c,d 不 同时 为 o} 
J2 


利用 分 母 有 理化 ,这 即 是 (11. 3). 


$16.3 单 代数 扩 域 的 性 质 


能 将 QOD 中 的 元 (a, +6, V2) (a, +b, VD RRA (a 十 bY2) 的 形式 , 即 
将 “分 式 ” 化 为 " 整 式 ”, 还 不 只 是 OUD 所 特有 的 . 例如 (1 十 疫 十 缴 ) ”= 一 1 十 
Y2. 类 似 地 ,也 能 将 (a, +b: V2 +a VA) ”表示 为 a 十 b 没 十 c34 的 形式 ,于 是 


og ee 
a, +h V2+¢,¥4 
= {a+b/2+cV¥4 | a, b, cE Q} (16. 2) 
事实 上 ,我 们 一 般 有 ([L9] p85). 
定理 16. 3. 1( 单 代数 扩 域 结构 定理 ) 设 F(c) 是 王 的 一 个 单 代 数 扩 域 , 而 < 
在 F 上 的 最 小 多 项 式 是 n 次 的 ,那么 [F(a) : FJ) =n, H1, a, a’, e+, a" | 
F(a) 在 下 上 的 一 个 基 . 


A; s b; 5 Ci € Q, =l, 2; a» b,» C 不 同时 为 o} 


因此 = 在 下 上 是 ”次 的 , 且 
a—1 
F(a) = (Saa |a; € F, i=0, 1, 2, +, n—1)} (16, 3) 


这 一 定理 同时 也 给 出 了 计算 FE(e) 中 元 素 的 乘法 的 逆 元 素 的 一 种 方法 . 例 
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i, 1 +4492 4+94) | =a+b/2+c44, MA atb +44) (1 十 六 十 74) =1. 
由 此 能 得 出 a 十 28 十 2c = 1, a 十 b 十 2c = 0, a+b6+cec=0. Fa =—1,56= 
1, c 二 0, 最 后 有 14324144 | =—-14-92. 上 面 用 到 的 这 一 结果 就 是 这 样 求 
得 的 . 

例 16.3.1 设 E/F 是 扩 域 , 目 [E: FF 二 2. 令 dE€ E—F, tei F(d) CE. 
由 [F(d) : F] >2, 可 推出 已 = F(d). 这 表明 {1, d) 是 五 在 下 上 的 一 个 基 , 因 
此 有 dd =a+bd, a, b € F. 从 而 d = (b VU +4a)/2, 所 以 Fld) = 
FAC + 4a), BD EEF EH 2 RADR § 16.7). 


$16.4 添加 2 个 代数 元 的 情况 


现在 我 们 再 在 F(a) 上 添加 8B, 得 到 F(a)(8). 此 时 8 在 F(a) 上 应 是 代数 的 . 
不 过 ,车 F(a), F] =n, F(e)(8), Fla) ) =m, MALF) (8), Fl =men, 可 
知 F(a)(B) 是 下 的 有 限 扩 域 ,也 是 下 的 代数 扩 域 . 所 以 F(a) (8) 中 的 元 ,尤其 是 
其 中 的 B, 应 在 下 上 是 代数 的 . 这 样 ,8 原来 是 在 下 (ac) 上 是 代数 的 ,现在 证 明了 它 
在 下 上 也 是 代数 的 . 

同样 ,也 有 FOLUR Fe) la). 由 于 F(a)(B) 与 F(B)(a) 同 是 包含 F, a. B 
的 最 小 域 ,所 以 是 一 样 的 , 记 


F(a, B) = F(a)(B) = F(B)(a) (16. 4) 
称 Fla, B) 为 FF 的 ,添加 FF 上 代数 的 a, 8 而 得 到 的 扩 域 . 它 当 然 是 有 限 扩 域 , 因 
而 也 是 代数 扩 域 . 例如 , § 14. 2 中 的 QC/2, V3) 就 是 由 Q 添加 V2, V3 得 到 的 . 同 
样 ,可 以 考虑 在 玉 上 添加 个 元 素 ( 它 们 在 玉 上 都 是 代数 的 ) 的 情况 ,而 有 
F(a, » Azo °**s a,,) => F(a, ) Ca, )+**Ca, ) (16, 5) 
GR Fla, a,，…, a,) 是 下 的 有 限 扩 域 ,因此 它 是 代数 扩 域 . 反 过 来 , 设 巨 是 下 
的 有 限 扩 域 , 且 [E $ F] = n, 而 {a s By “°° a,) BEEF 上 的 一 个 基 . 于 是 由 
Qs ao， E E 可 推出 F(a,, Bs ***s EGE: 另 一 方面 ,对 于 任意 a E E, 
a= Saa, 所 以 wa € F(a,» a E iaaa | a), BJ EG Fla, CQ2 “9 a@,). 于 是 E = 
Fla,» Qay t*a a)» BICC 9], p87) 
定理 16.4.1 设 F 是 域 ， Qs Qs “9 Qy 在 F 上 是 代数 的 , 则 E = F(a,, 
a,，…, a,) 是 上 的 有 限 扩 域 . 反 过 来 , 设 下 是 正 的 次 有 限 扩 域 , 则 存在 ww ， 
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a,, +, a,, (£79 E = Fla,, a,, °°, a,), 其 中 a 在 F 上 都 是 代数 的 . 
$16.5 有 限 个 代数 元 的 添加 与 单 扩 域 


对 于 Q(Y2, V3), 显然 有 V2 十 V3 E QW2, V3). 因此 QW2+V73) S QW2, 
V3). 然后 从 (V2 十 V3) = V2 一 V3 € QWV2 +3), BV24V3 € Q(W2+V3)， 
可 知 Y2, V3 E Q(2 十 Y3), BI QOZ, V3) 和 CQ(W2 十 V3). 因此 QOZ, V3) = 
Q(2 十 v3), BI Q win VZ, v3 等 于 Q 添加 vV2 十 V3. 

— fish cE EF in 次 扩 域 , 则 从 定理 16.4.1 有 E= Fla, a,,…, a,)， 
从 而 有 以 下 定理 ([9|] p93). 

定理 16.5.1 SF MERAY RE 都 是 单 代数 扩 域 ,也 即 


E = F(a,, Qa s Drai a,) = Fla), a € E (16. 6) 


$16.6 代数 数 集 A 是 域 


要 证 明代 数 数 集合 A 是 域 ,上 且 是 C 的 子 域 ,只 要 证 明 对 任意 u, v 关 0 E€ A, 
$j utv, u» u, u+v E A( 定 理 11.5.1). 如果 从 代数 数 的 定义 出 发 ,对 任意 ， 
ve A 存在 f 关 0, g ANE Ax). A fw = g) = 0, 构造 一 个 新 的 h 关 
0EQLzj], 使 得 hx 十 oz) = 0 来 证 明 utv E A, 这 是 非常 困难 的 . 现在 我 们 有 了 
代数 扩 域 这 一 武器 : 由 Q 构造 QCu, v). 它 是 一 个 代数 扩 域 (参见 $ 16. 4). 于 是 
utv, u» v, u> vfBER H, B] utv, u» v, u>vE A, 这 样 A 就 是 一 个 域 ， 
定理 15. 4. 1 告诉 我 们 域 下 的 有 限 扩 域 EE 一定 是 F 的 一 个 代数 扩 域 ,那么 代数 
扩 域 是 否 一 定 是 有 限 扩 域 呢 ? 不 一 定 , 例 如 扩 域 A/Q: 我 们 把 x" =2 (n€EN") 
的 实 根 记 为 Y2. hit. /2 E A, 并 构造 Q(Y2), 它 满足 QCQC2) CA. 于 是 从 
[Q(Y2) :Q] = ”而 ”可 为 任意 正 整数 ,因此 A 在 Q 上 不 是 有 限 维 的 . 从 而 一 般 
来 说 ,代数 扩 域 不 一 定 是 有 限 扩 域 .但 是 由 下 得 到 的 E = Fla, a, ++, @,), 是 
有 限 次 添加 了 在 下 上 是 代数 的 a,，a,，…， a, 而 构成 的 , 则 EE 一 定 是 的 有 限 
扩 域 (参见 § 16. 4). 

45 A 是 域 , 则 实 代数 数 集合 AN REER. HF Q 中 元 是 代数 数 , 且 代数 数 
V2 ¢ Q, 所 以 QC AN R, 于 是 有 域 列 QC A 人 RC R. 把 那些 不 是 有 理 数 的 
实 代 数 数 如 v2 (任意 nn CN’), 等 添加 到 Q 中 构成 了 A 站 了 R FHANREQ 
的 代数 扩 域 ,但 不 是 有 限 扩 域 . 把 那些 实 超越 元 ,如 r，e 等 添加 到 A 门 R 中 去 就 
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构成 了 R, 这 是 超越 扩张 ,所 以 R 当然 不 是 Q@ 的 有 限 扩 域 了 .此 外 ,由 于 Q, A 可 
数 , 且 从 QCANR 可 得 到 A 介 R 也 是 可 数 的 . 因此 由 RR 不 可 数 可 知 R 一 A N R 
也 是 不 可 数 的 , 即 实 超越 数 集合 是 不 可 数 . 这 说 明 实 超越 数 比 实 代 数 数 要 “多 ”， 
但 有 趣 的 是 能 举 出 的 实 超越 数 的 实例 却 很 少 . 


§16.7 m 型 纯 扩 域 与 根 式 塔 


作为 单 代数 扩 域 的 一 个 重要 特例 ,把 例 16. 3. 1 推广 ,有 

定义 16.7.1 FK B/F 为 一 个 (m BH MH B= F(a), 其 中 dE B, H 
d"€EF,mEN'. 

也 可 以 把 定义 中 的 条 件 写 成 B= Fld), 其 中 dE€B, 且 d 是 x”" 一 a 的 一 个 
根 , 其 中 a € F. 显然 , 当 d € B 一 FF 时 ,B 就 是 F 的 一 个 真 扩 域 , 即 BC F. Bil 
i, QCV2) RE Q 的 一 个 2 型 真 纯 扩 域 , QCV2) 就 是 Q 的 一 个 3 MAAS mM. 

定义 16.7.2 域 列 


F=F,CF,CCF,, (16. 7) 
称 为 下 上 的 一 个 根 式 塔 ,每 一 个 FF i= 1 2, 0 r 都 是 一 个 纯 扩 域 . 

例 16.7.1 定义 16.7. 2 的 一 个 重要 特殊 情况 : F=Q. F, =Q, 且 每 一 个 
Q.,,/Q 都 是 一 个 2 型 纯 扩 域 , 即 Q=Qi(vai), 这 里 a; E Q Ha, >0. 此 时 
可 设 Ja ¢ Qi 否则 Qu = Qi 即 没 有 真 扩 域 . 而 Va; 满足 的 最 小 多 项 式 为 
Z 一 ai MA CQ Q] = 2, i=1, 2, +, rA [Ou Q) = 2". 


在 上 述 知识 的 基础 上 ,下 一 部 分 中 我 们 试 着 去 解决 曾经 困扰 人 们 达 2000 多 
年 的 四 大 数学 难题 ， 


第 五 部 分 
尺 规 作 图 问题 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 将 用 域 论 去 解决 尺 规 
作 图 的 四 大 古典 数学 难题 : 三 等 分 任意 角 、 立 
方 倍 积 、 化 图 为 方 , 以 及 正 n 边 形 尺 规 作 图 的 
必要 条 件 . 
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尺 规 作 图 概述 


$17.1 尺 规 作 图 的 出 发 点 操作 公理 与 作 图 法 则 


尺 规 作 图 是 指 用 圆规 和 没有 刻度 的 直 尺 在 有 限 的 步骤 中 作出 平面 图 形 . 为 
此 , 先 在 平面 中 建立 Ory 坐标 系 : 从 定点 O 和 点 也 ,把 它们 之 间 的 距离 称 为 单 
位 长 度 1, 过 O, 尸 作 直线 为 x 轴 , 再 用 尺 规 过 O 作 直线 垂直 于 xz 轴 , 就 有 了 y 
轴 . 这 样 , 尺 规 作 图 问题 就 能 与 数 和 方程 关联 起 来 了 . 

在 y 轴 上 方 作出 Q@ 点 , OQ = 1. 点 0O, P,Q 称 为 基本 可 作 点 . 由 它们 出 发 
再 构建 其 他 的 可 作 点 . 为 此 , 先 要 有 尺 规 作 图 的 操作 公理 : 

公理 一 : 过 2 个 可 作 点 ， 可 用 直 尺 作出 可 作 直 线 ， 或 可 作 线段 ， 如 图 17. 1. 1 
中 的 直线 PQ. 

公理 二 : 以 可 作 点 为 圆心 ,2 个 可 作 点 间 的 距 
离 为 半径 ,可 用 圆规 作出 可 作 圆 ,如 图 17. 1. 1 中 的 
单位 圆 O. 

公理 三 : 可 作出 2 条 相交 的 可 作 直 线 的 交点 ; 
可 作出 可 作 直 线 与 它 相 交 的 可 作 圆 的 交点 ;可 作出 
2 个 相交 的 可 作 圆 的 交点 ,这 些 交 点 都 是 可 作 点 . 

由 这 三 条 操作 公理 ,可 得 出 下 面 三 条 基本 作 图 
法 则 . — PA 17. 1.1 

法 则 一 : 由 给 定 可 作 直 线 及 该 直线 外 一 可 作 点 , 则 过 此 点 可 作 一 直线 与 已 
知 直线 平行 . 

法 则 二 : 可 作出 可 作 线 段 的 垂直 平分 线 . 

法 则 三 : 过 不 在 一 根 直 线 上 的 3 个 可 作 点 的 圆 是 可 作 的 . 

例如 在 图 17.1.1 中 可 作出 ~QOP 的 角 平 分 线 AB, 因 此 AB 是 可 作 直 线 ， 
而 且 图 中 明示 的 各 交点 U, V,，R 都 是 可 作 点 ,当然 S, 工 也 是 可 作 点 . 为 了 把 可 
作 点 与 数 联系 起 来 ,我 们 引入 

定义 17.1.1 2 个 可 作 点 之 间 的 距离 ,以 及 该 距离 的 负 值 , 称 为 可 作 数 . 
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例如 | QP |=V2, | OU |=Y2/2, |1UR | = (2 一 V2)/2, 因此 士 V2, 十 V272， 
土 (2 一 VY2)/2 都 是 可 作 数 . 


$17.2 最 大 可 作 数 域 K 


令 可 作 数 的 全 体 为 K, 于 是 由 上 节 所 知 1， J2, vee E K, H KZ R. 设 a, 
b EK, 则 由 图 17. 1, 2 可 知 , a+b, a+b, a+b (640) MRF K. 因此 ,K 是 一 
个 域 , 称 为 最 大 可 作 数 域 . 由 于 Q 是 任意 数 域 的 子 域 ,所 有 QC K, 也 即 有 理 数 


上 -一 i (0, YD) 


本 


- 6 l (-1, 0) (D, 0) 
图 17.1.2 


# a, b EQ, 则 由 基本 作 图 法 则 可 知 坐 标点 (a, b) 是 尺 规 可 作 的 . 所 以 平 
面 上 已 分 布 了 可 作 点 集合 QXQ= {(a, bd) la, bE Q}. 于 是 我 们 从 QxQ 出 发 ， 
用 尺 规 作 图 来 构成 其 他 的 可 作 点 和 可 作 数 . 


$17.3 Q 的 可 作 扩 域 


过 (zi，y)，(Crz， yy)EQxQ 可 作 直 线 , 它 的 方程 具有 az 十 py 十 c 一 0， 
a, b E QQ 的 形式 ;以 (r, y) AMD, r € Q 为 半径 的 可 作 圆 具有 +y T 
dz +4cy +f =0, d, e, f E QAE Ë +c —4f>0 MBX. 

如 果 有 两 条 可 作 直 线 ciz 十 &y 十 c; =0, i= 1, 2, 且 它 们 有 交点 (xo， yo)» 
则 从 线性 方程 组 的 行列 式 解 法 (其 中 只 有 用 到 “十 ”,“ 一 ”,“X”,“ 二 ”运算 ) 可 
AI Cros yo) E QXQ, 即 这 个 交点 就 在 QXQ 之 中 . 所 以 由 这 样 的 两 条 可 作 直 线 
的 交点 ,并 不 能 得 出 任何 新 的 可 作 点 ,因此 也 没有 任何 新 的 可 作 数 ， 

下 面 研 究 可 作 直 线 ar +by +c = 0 与 可 作 圆 三 十 交 十 dz 十 cy 十 太一 0 的 
交点 Cros yo). 由 这 两 个 方程 消去 >, 可 得 出 形式 为 Az 十 Bz 十 C 王 0 的 一 个 二 


次 方程 ,其 中 A, B, CEQ CHR zo = (—B+ VB’ —4AC)/2A. 假定 有 交 
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点 , 即 zo € R, Kit D = B—4AC> 0. 此 时 得 讨论 下 列 两 种 情况 : (i) 当 
JD EQ 时 ,此 时 Zu E Q, 也 能 同样 得 出 y EQ; 因此 (Tos Yo) E QxQ, 即 没 
有 得 到 新 的 可 作 点 ;(iD 24 VD € Q 时 ,此 时 zo， yo E QOD). 这 是 一 种 重要 的 
情况 : 从 Q 出 发 ,由 尺 规 作 图 ,得 出 它 的 可 作 扩 域 QCVD). 事实 上 ,由 图 17. 1. 2 
WH, DEQ, D>, 则 YD ERMA EM. 

最 后 讨论 两 个 可 作 圆 字 十 天 十 dz 十 cy 十 太一 0,i 一 1,， 2 相交 的 情况 . 要 
解 这 两 个 联 立 方程 ,我 们 先 把 它们 减 一 下 而 有 (d, — d,)x+ le, —e,) 9 + Cf, — 
f2) =0. 由 di 一 di, ei 一 @2y， 放 一 ff € QQ 不 难 证 明 这 个 方程 所 表示 的 直线 是 可 
WER. 于 是 把 它 与 上 述 一 个 圆 的 方程 联 立 ,也 就 归结 到 前 面 讨论 过 的 可 作 直 线 
与 可 作 圆 相交 的 情况 . 所 以 ,不 会 有 任何 新 的 结论 . 

Se LATA J Q= Q 出 发 ,由 尺 规 作 图 ,有 了 新 的 可 作 扩 域 Q, = Q, CVa), 
其 中 a, E€ Q, a >0, H va €Q 类 似 地 ,从 Q; 出 发 ,又 有 新 的 可 作 域 Q= 
Q:(Va), HP a, E Qas a, 二 0, 且 Vas ¢ Qr, 以 此 类 推 .这 就 有 了 例 16.7.1 
所 示 的 情况 一 一 尺 规 作 图 的 数学 框架 . 

设 数 & 是 尺 规 可 作 的 ,那么 它 与 这 一 框架 的 关系 是 很 明显 的 : 

定理 17.3.1 设 &EK, 即 & 是 尺 规 可 作 的 , 当 且 仅 当 存在 下 列 有 限 个 域 构 

Q= Q, TCQ CC CQ 9 其 中 QT R, HE Q.4> 这 里 每 一 个 扩 域 
Q,,,/Q 都 是 一 个 2 型 纯 扩 域 , 即 Qin = Q;(/a;), a,€Q;,a,>0, H Ja; ¢ 
Q,,1<i<r. Ake Qm: Ql = 2. 

因此 ,从 单位 长 度 1 E, KE Rk ERRER , CHERERE k ATU 1 
通过 有 限 步骤 的 加 \ 减 , 乘 , 除 以 及 开平 方 运算 得 到 . 那么 有 没有 不 可 作 数 呢 ? 
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尺 规 不 可 作 问 题 


$18.1 存在 不 可 作 数 


多 年 来 ,人 们 一 直 企图 用 尺 规 作 图 去 解决 任意 角 的 三 等 分 、 倍 立方 ,以 
及 化 圆 为 方 ,但 一 直 没 有 成 功 , 这 表明 了 一 定 有 不 可 作 数 . 首先 ,由 定理 
17.3. 1 可知 Q.VQ 是 有 限 扩 域 , 因 此 它 一 定 是 代数 扩 域 .所 以 Q,,, 中 的 数 
都 是 代数 数 . 由 此 可 见 : 超越 数 一 定 是 不 可 作 的 . 那么 代数 数 是 否 是 一 定 可 
作 的 呢 ? 

定理 18.1.1 设 三 次 多 项 式 f(r) = az 十 br 十 cz 十 daEQtzj 没 有 有 理 
根 ,那么 它 的 3 个 根 都 是 不 可 作 数 . 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 一 定理 , 即 假设 这 3 个 根 zx ，zr: x; 都 不 是 有 理 数 ， 
即 z,, 22,2, Ẹ Q, 但 是 其 中 确实 有 可 作 数 . 那么 按 定理 17. 3. 1, 这 些 可 作 数 根 
必定 在 根 式 塔 Q = Q CQ CCQ,, 之 中 .把 那个 属于 QQ,,, 的 最 小 子 域 Q 
(D Q) 的 根 记 作 z,. Az, E Q, r E Q ,而 其 他 可 作 数 根 , 若 有 的 话 当 属于 
Qj» j =O, 1, o*, r41 —i, 由 Q, 的 构成 ,可 知 sb = pHga» 其 中 Pr q» 
a, E Qis Ava, EQ ,Va EQ. 由 f(z) E Qi], WS) EQ Er], 
于 是 由 定理 13. 3. 2 可 知 , f(x) 除了 根 zi 外 ,还 有 根 zx = p-ga. 再 由 定理 
13.3.1 可 知 ，F(z) 的 第 3 个 根 2, =-2-(, ee =— 2-29. 又 由 于 a, 
b EQ, p EQ» AA E Qa. At. HQ, CQ,, 可知 zx 也 是 可 作 的 .这 与 
zi 属于 最 小 子 域 QAR. 

例 18.1.1 设 三 次 方程 x 一 2 = 0 的 实 根 为 V2, 于 是 它 的 另外 2 个 根 为 
Y2w 和 , 因此 它 没 有 有 理 根 . 由 定理 18. 1. 1 可 推出 Y2 © R 是 不 可 作 数 . 

例 18.1.2 因为 8z? 一 6r 一 1 = 二 0 无 有 理 根 ( 例 13. 3. 1), 因 此 由 定理 
18. 1. 1 可 知 它 的 3 个 根 都 是 不 可 作 数 . 
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$18.2 立方 倍 积 、 三 等 分 任意 角 与 化 圆 为 方 


L. 立方 倍 积 问题 : 给 定 一 个 立方 体 ,要 求 作出 一 个 立方 体 ,使 它 的 体积 是 前 
者 的 2 倍 . 

设 给 定 的 立方 体 的 边 长 为 单位 1, 于 是 要 用 尺 规 作出 后 者 的 边 长 x, 使 得 
x =2, 即 求解 也 一 2 = 0. 由 例 18. 1. 1 可知 并 是 不 可 作 数 ,因此 立方 倍 积 问题 
不 能 用 尺 规 作 图 作出 . 

2. 三 等 分 任意 角 问 题 : 给 定 任意 角 , 要 用 尺 规 将 它 三 等 分 . 

例如 ,在 图 18. 2. 1 P, OA = OB = 1, 
ZAOB =60°, 于 是 三 等 分 60 ”就 相当 于 作出 书 点 ， 
使 ZPOA = 20 ,或 者 作出 Q 点 ,使 OQ = cos20 . 

由 三 角 学 中 的 三 倍 角 公式 cos 39 = 4 cos 0 一 
3cos 6, 4 0 = 20°, H x =cos20°, Mij 82° —62—1 = 
O, 而 例 18. 1. 2 已 表明 这 个 方程 的 根 都 是 不 可 作 数 ， 
因此 60" 是 不 能 用 尺 规 3 等 分 的 ,从 而 三 等 分 任意 角 图 18.2.1 
不 能 用 尺 规 作出 . 

3. 化 圆 为 方 问题 : 给 定 一 个 圆 , 求 一 个 正方 形 , 使 两 者 的 面积 相等 . 

设 已 知 圆 的 半径 为 1, 要 用 尺 规 作出 正方 形 的 边 长 zx, 使 得 x? =n. r 是 个 超 
越 数 . 因此 不 难 证 明 vx 也 是 一 个 超越 数 ,因此 z = Vr 是 一 个 不 可 作 数 .所 以 ,化 
圆 为 方 的 问题 也 不 能 用 尺 规 作 图 求 出 ， 
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Ente RMA 


$19.1 把 正 n 边 形 的 可 作 性 归结 为 
一 些 简单 的 情况 


古 希 腊 人 已 经 会 用 尺 规 作出 正 n WB. n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16 
等 ,然而 却 无 法 作出 n= 7, 9, 11 等 . 为 何 有 些 正 n 边 形 可 作出 ,而 有 些 正 n 边 
形 却 不 可 作出 呢 ? 这 里 有 什么 规律 ? 

HE n 边 形 相 当 于 在 图 19. 1. 1 所 示 的 单位 贺 
上 作出 均匀 分 布 的 个 点 Ao，A,，…，A,_1( 参 见 
§ 7. 2) ,或 作出 ZA,OA, = 360°/n = 9. 对 于 n= 
1, 这 是 浅显 的 .n 一 2 时 ,共有 2 个 点 Au, Ay» 可 以 认 
为 它 是 一 个 正 2 边 形 , 这 当然 是 可 作 的 . 假定 能 作出 
9 ,这 相当 于 作出 cosh, = OC, 及 (或 ) sinf, = CA. 
此 时 对 任意 &E Z, 由 三 角 学 中 的 倍 角 公式 可 知 图 19.1.1 
cos (k0,) 和 sin (Rb,) 都 可 作 了 . 再 者 ,车 cos 0, 和 
cos 9,, ALPE ,那么 由 和 差 角 公式 和 倍 角 公式 可 知 , 对 任意 rs s © Z, cos (rô, 十 
sôn) 就 可 作 了 . 

现 对 mm, nE N” ,假定 正 mn 边 形 可 作 , 则 Onn 和 cos 都 可 作 . HF O, = 
M nn AI On = NO mn > AE cos8, A cos 都 可 作 , 即 正 n 边 形 和 正 m 边 形 都 可 作 . 
例如 12=2x6=3X4, WHE 12 边 形 可 作 , 可 推 知 正 2，3, 4, 6 边 形 都 
可 作 . 

反 过 来 , 若 正 n 和 正 m 边 形 都 可 作 , 那 么 正 mn 边 形 是 否 一 定 可 作 ? 举例 来 
看 一 下 : 正 3 边 形 可 作 , 但 正 3X3 = 9 边 形 却 不 可 作 ! 不 过 如 果 附 加 Cm, n) = 
1, Em, n 互 素 这 一 条 件 , 则 正 mn 边 形 是 可 作 的 . 这 是 因为 此 时 存在 r,s € Z， 
满足 rm 十 sn 二 1( 参 见 附录 1, E 1.1). FÆ r0, +50, = Onn s FELA cos, 就 可 
作 了 . 例如 ,从 正 3 边 形 和 正 5 边 形 可 作 就 能 推出 正 15 WE AT ff. 
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有 了 这 些 准备 后 ,我 们 就 来 研究 : WE n 边 形 可 以 尺 规 作 图 ,那么 正 整数 n 
必须 满足 什么 条 件 . 为 此 ,我 们 按 定 理 9. 6. 1 Bin = ph + pp ees + po, XH 
Pis Por ts P, ERBO H vo yy yy ON". 于 是 根据 上 述 , 对 正 n 边 形 可 作 
性 的 研究 归结 为 对 这 些 正 py 边 形 可 作 性 的 研究 ,或 者 等 价 地 ,对 n 满足 的 必要 
条 件 的 研究 归结 为 对 这 些 p;,v;, j = 1,， 2, ory s 应 满足 什么 条 件 的 研究 . 


$19.2 ”有关 py 边 形 的 两 个 域 列 


为 了 使 符号 简单 一 些 ,我 们 令 g = py ， 即 讨论 正 9 边 形 的 可 作 性 问题 . 首先 

由 上 节 可 知 , 正 q 边 形 可 作 的 充 要 条 件 是 cosh, 可 作 , 而 cosh, 可 作 的 充 要 条 件 是 
cos9, € Qn (定理 17. 3. 1). 构造 Q 的 扩 域 Q(cos0,), 于 是 有 下 列 第 一 域 列 

QS Qlcos 0) S Quy (19, 1) 


由 此 有 [Qh + Q] = [Qu * Acos 4,)] + [Qlcos 2) : Q) = 2. 于 是 
[Q(cos 4,) :Qj 应 是 2 的 一 个 因子 , 设 它 为 2,s € N, 即 

[Q(cos6,) : Q] = 2° (19. 2) 
另外 ,对 于 这 个 g, 我 们 有 9 次 分 圆 方程 xz" 一 1 = 0 (R §7. 2). 它 的 根 为 1， 
&, …， 寻 .这 里 为 了 明确 起 见 , 加 了 下 标 9. 现在 构造 Q MT MQCC). 称 为 Q 
的 g 次 分 圆 扩 域 . 


HF% = cosh, 十 isin0 ,5 = cos, 一 isin9, 则 有 


b + be = 2cos0, (19, 3) 
因此 cos0, E QK), 从 而 有 第 二 域 列 
QC Acos4,) C ACE) (19, 4) 


由 此 有 

COK) :Q] = [QE): Qcos,) ] + LQ(cos4,) : Q] (19, 5) 
注意 到 g + C= 1, 于 是 由 (19. 3) 可 知 和 5 WEKA x’ — 20084, «e+ 
1 二 0 的 2 个 根 . 这 个 方程 的 系数 一 2cos8 E€ Q(cos0,), 因此 它 是 Q(cos9,) 上 的 


一 个 二 次 方程 . 如 果 此 时 VD =./4 cos*6, — 4 € Q(cos8,) (CR), H cosh, = 1, 
即 5 一 1, 则 当 且 仅 当 q=1 时 , 才 会 出 现 0, = 360° 或 0° 的 这 一 情况 ,所 以 
QC) = QCcos0°) = Q; Æ cosh, =—1, BPG =—1, 当 且 仅 当 g 王 2( 即 正 2 边 


(RS 
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FER), A SH BE 0, = 180° 的 这 一 情况 ,所 以 Q(5,) = Q(cos180”) =Q. 如 果 此 
时 VD ¢ Q(cos@,), 而 D=4cos*0 —4 E Q(cos0,), 则 此 时 有 2 型 纯 扩 域 情 况 
(参见 § 16.7), FÆ COCK) : Q(cos0,)]=2 (参见 § 27.5). 所 以 ,不 管 是 哪 一 种 
情况 ,我 们 都 有 


[Q(E,) : Q(cos0)] = 2°, t= 0, 1 (19. 6) 
于 是 ,在 (19.5) 中 考虑 到 (19.2) 和 (19. 6) 便 有 
[Q(t) Q] 一 2 (19.7) 


如 果 我 们 能 把 (19. 7) 的 左边 与 g 联系 起 来 , 则 此 式 将 给 出 对 q 的 一 个 约束 条 件 . 


$19.3 分 圆 多 项 式 


由 于 器 是 z 科 十 … 十 z 十 1 一 0 的 根 ,因此 总 是 代数 数 . 于 是 按 定理 16. 3. 1， 
[Q(5) :Q] MAF G 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 的 次 数 .一 般 来 说 , z* 十 … 十 z 十 1 
HARE ©, 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 . 例如 9g = 3° Ht. hH 13. 2.2 可知 式 十 … 十 十 
1 在 Q 上 是 可 约 的 . 为 此 ,对 一 般 的 n, 要 用 工 ' 一 1 的 根 1，5,…, O'ER MY OE 
Q 上 的 最 小 多 项 式 , 记 为 Ø, Cr), 称 为 n 次 分 圆 多 项 式 . 


A n 二 1 时 ,显然 I 一 1 REO (rz), 当 n= 二 2 时 , 一 1 = 二 (x 一 1)(x 十 1)， 
wat C=—1, MW Oz) = 二 x 十 1, 且 及 一 1 = D, Clr) -D lr); 当 n 二 3 时 ， 
2—1 = (2-1) (x2—w) (x—o’), HER SC = w, ED, (a) = (2--w) (rT 一 of) = 
r+24+1, H —1=6(2) -D lr); 4n = 4, x —1 = (x 一 1)(z 十 
D(z 一 D(z 十 站, Wat C= i, MO, Cr) = (rilar ti = 2’? +1, H*—1= 
B, Cx) * (x) + E,(2). 分 析 一 下 , 当 n 二 3 时 , w, wr 是 全 部 3 次 本 原 根 , 当 n= 
4 时 , 士 1 是 全 部 4 次 本 原 根 ,我 们 不 难 由 此 推测 D, C) 的 构成 . 由 于 zx" 一 1 的 本 
原 根 共 有 p(n) MWH Go Soe ors Com » WEERLE] p134) 

定理 19.3. 1 


P, (x) = (x —6, (er —G) (Ce — Gy), Ba" —1 = [|%, Cr) (19.8) 
din 


(19, 8) 中 的 TI 是 连 乘 符号 ,下 标 d ln 表示 ,对 ©, (x) ERR, d Mal n MA 


AF. Bilin n= 6h, p6) = 2(BR 8 9.6), APRA C = cos2r/6 十 isin2r/6， 
及 Ç? = cos 10x/6 + isin 10x/6 = cos 27/6 — isin 2/6, 于 是 Ø, (2) = (2 — $) 
(Tz 一 6) = 2? —2z+1. 也 可 以 用 
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xê? —1 = H (r). plr) + Ox) + O (2) 


RIF D, (x) = (xf —1)/(z—1)lr +1 Hartl) 二 一 x 十 1 由 定理 19.3.1 
可 知 , D, Cr) 是 p(n) UA MIZE n = p 素数 时 ,因为 5,， G oe, G 都 是 本 原 根 
(参见 8 10. 6) FEL D, (1) = zx! 十 十 zt 十 1 


$19.4 Rp) 应 满足 的 必要 条 件 


HF COK) : Q] = 9p(q) ,而 g 王 加 ,所 以 根据 定理 9.6. 2 及 (19. 7) ,就 有 

AD = pp?) = H (p, — 1) = 2” (19. 9) 

因此 py ( 广 一 1) 是 2 AR. 而 p, 是 素数 ,于 是 只 有 下 列 两 种 可 能 性 : 

(i) p; =2, Ki», EN", Gi) p, #2, KA», = 1, A Cp, —1) 必须 是 2 的 一 个 
ICE p; -1=25,.7,E N°. 因此 就 有 

定理 19.4.1 正 n 边 形 可 尺 规 作 图 的 必要 条 件 是 n 满足” = piP» H 


中 r,s EN, p EMARE 2 以 外 的 素数 ), 且 具有 25 +1, m EN. j= 
1, 2, =, s 的 形式 . 


$19.5 对 具有 p = 2" +1 形式 的 
育 素 数 的 讨论 
显然 不 是 对 任意 m, p= 2" 十 1 都 是 一 个 奇 素数 的 ,例如 , 当 m = 3 时 ,p= 
9 就 是 一 个 合 数 . 那么 m 应 满足 什么 条 件 2" 十 1 才 有 可 能 是 一 个 奇 素 数 呢 ? 如 
R m 有 奇数 因数 的 话 BO mu" Us 其 中 v 是 奇数 ,那么 从 pP i +1 = 2" + 
1 = (2 pI (2O — 2%"? 4 oe 2" 1), I p BAM. A m 不 能 有 奇数 


因数 ,只 能 是 2 AR m=. A p= 十 1. 据 此 ,可 以 把 定理 19. 4. 1 
更 精确 地 表达 为 
定理 19.5.1 正 n 边 形 可 尺 规 作 图 的 必要 条 件 是 n = 7p epo, 其中， 


s€N, p, AA DP, == 7! +1 形式 的 一 个 奇 素数 ,其 中 r; EN, j= 1, 25 ee S 
$196 #& OR 


具有 p, =2 十 1 形式 的 奇数 是 否 都 是 素数 呢 ? 历史 上 把 具有 这 一 形式 的 


(80 = 


五 部 分 尺 规 作 图 问题 


数 称 为 第 ”个 费 马 数 , 记 作 F, = 加 . 这 是 因为 法 国 数学 家 费 马 (P. d. Fermat, 
1601 一 1665) 在 1640 年 注意 到 F, =3, F, =5, F, =17, F, =257, F, =65537 
都 是 素数 ,从 而 提出 猜想 : 对 于 任意 n E N, F RERA. 然而 ，1732 年 欧 拉 证 
明了 F, = 2” +1 有 因子 641. 因此 Fs 是 一 个 合 数 . 欧 拉 的 论证 如 下 : 


F, = 2? +1 = 2(5* 十 2) 一 (5。27) 十 1 一 223。641 一 (6404 — 1) 
= 641[22 — 639(640? + 1) ] (19, 10) 


古 硕 腊 人 早 就 用 尺 规 作 出 了 正 F = 3 ME F, = 5 边 形 . 1796 年 ，18 岁 的 高 斯 
证 明了 正 F, = 17 边 形 是 可 尺 规 作 图 的 (参见 $ 27. 4 和 3 27. 5). 这 是 自 欧 几 里 
得 (Euclid， 公 元 前 330? 一 公元 前 2757)2000 多 年 来 的 第 一 次 大 突破 . 1832 年 
德国 数学 家 里 什 洛 (F. J. Richelot，1808 一 1875) 作 出 了 正 257 边 形 , 其 后 德国 
数学 家 赫 尔 梅 斯 (J.。G.。Hermes，1846 一 1912) 花 了 十 多 年 的 时 间 , 在 1894 年 作 
出 了 65537 边 形 . 他 的 手稿 至 今 还 保存 于 哥 廷 根 大 学 的 图 书馆 里 . 这 个 纪录 看 来 
多 半 是 不 会 再 打破 了 ,因为 人 们 已 经 证 明 在 小 于 10° ° 的 正 整 数 中 ,尽管 有 许多 


素数 ,但 只 有 F,,i=0, 1, 2,3, 4 这 5 个 素数 具有 2 +1 的 形式 . 
例 19.6.1 因为 7, 11 和 13 都 不 是 费 马 数 ,所 以 正 7, 11 和 13 边 形 都 不 能 
尺 规 作 图 . 


$19.7 EHE n 边 形 的 “ 充 要 条 件 ” 


REŻ 3, 5, 17, 257, 65537 这 5 个 正 多 边 形 已 经 作出 了 . 那么 按照 $19. 1 
的 叙述 ,就 有 

定理 19.7.1 在 小 于 10°" 的 素数 条 件 下 E n 边 形 可 尺 规 作 图 的 充 要 条 
件 是 nn = 2 Fp Fi Fe Fp Fy, RP re Nok =0,1,0KSi<4, 

要 按照 近代 的 处 理 方法 去 证 明定 理 19. 4. 1 的 必要 条 件 也 是 充分 条 件 , 我 们 
需要 更 精美 的 理论 一 一 伽 罗 瓦 理论 . 这 将 在 第 二 十 七 章 中 人 论述. 

例 19.7.1 由 定理 19.7. 1 ME 9 边 形 不 能 尺 规 作 图 . 这 表明 40 不 能 斥 规 
作 图 ,或 者 120 "不 能 用 尺 规 三 等 分 . 


第 六 部 分 
两 类 重要 的 群 与 一 类 重要 的 扩 域 


本 部 分 论述 人 徊 罗 瓦 理论 中 要 用 到 的 两 类 
重要 的 群 一 一 对 称 群 和 可 解 群 以 及 一 类 重要 
的 扩 域 一 一 正规 扩 域 . 


s Hgt a 
TARAS ns 


对 称 群 Sp 


$20.1 循环 与 对 换 


在 § 10,3 中 ,我 们 定义 了 对 称 群 Sp: 它 是 n 个 数字 15 2, e, n 的 全 体 置 
换 , 对 置换 的 乘法 ,构成 的 一 个 n! 阶 群 . 为 了 讨论 的 方便 ,我 们 引入 一 些 新 的 符 
号 和 术语 . 

例如 ,对 于 S, 而 言 ,我们 用 循环 记号 (124) 表 示 1 一 2->4-*1, 而 其 他 数字 (这 里 
是 3) 都 不 变 的 置换 ;(3) 表 示 3->3, 而 其 他 数字 (这 里 是 1, 2, 4) 都 不 变 的 置换 . F 


用 这 种 记号 ,以 及 S. 中 元 素 的 乘法 (参见 $10.3), 对 于 (” o> Nes. 就 有 


ee: 


j= (124) (3) = (124) (20. 1) 
2431 


其 中 (3) 是 1( 个 数字 的 ) 循 环 . 显然 (1) = (2) = (3) = (4) 一 (， > > S) 
它们 都 是 S, 中 的 恒 等 元 ,所 以 在 (20. 1) 的 最 后 一 个 表达 式 中 ,(3) 也 就 省 略 不 写 
了 . 2 个 数字 的 循环 , 称 为 2 循环 ,又 称 对 换 . 如 循环 记号 (12) 就 表示 1-~2->1, 而 
其 他 数字 都 不 变 . 循环 记号 (124) 则 是 一 个 3 循环 . 


1 2 3 a 
,EN"， 
oy we) MDs mE NTS BD 


(1) =(1) = (2) = e = (n) = (1)(2) (n). 利用 这 些 概念 就 能 把 S, 中 的 元 较 
简洁 地 表示 出 来 ,例如 对 (4. 9) 定 义 的 SRA 


今后 ,我 们 把 S, 中 的 单位 元 ( 


«=( = HD o. m = (_ 3 5) = (23)(1) 
«= (, +) = 132 = (5 : 3) = 490) 
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1 23 
23 1 


a 


Ea = (132) (20, 2) 


gs = ( j= (123). ge = ( 
BD S, 中 的 元 都 是 可 以 表示 为 若干 没有 相同 数字 的 循环 的 乘积 . 显然 对 于 S, 中 的 


元 也 有 同样 的 结论 (参见 定理 20. 3. 1). 


1234567 
61 20.1.1 | 
4175263 


用 了 这 种 符号 ,置换 的 乘积 也 容易 得 出 ,如 a = (2465), b= (1234) € S,, 


b b b 
T ere ny, PE EPP May PE ae a iy OP RN E TE FE TE 


)= (1452) (37)(6) = (1452) (37). 


3; 6 一 5 一 5， 就 有 
b*»a = (1234)(2465) = (12)(3465) (20. 3) 
例 20. 1. 2 沿用 $6.4 及 例 10. 4. 1 的 记号 H = {e， hy» hs hs, hy}; 其 中 


1 2 3 4 5 
h= ( 


= (15432 
a ae ae 


WAH = ((15432)). 因此 五 一 S,， 


$20.2 置换 的 奇偶 性 
我 们 还 是 从 一 个 例子 开始 . IF n= 3, 我 们 定义 


P, = (2, — 22) (a, -- 23) (az, — 25) (20. 4) 


BIA S, Xf P; 的 作用 “。”, 例 如 对 于 (132) € $. 由 Lı > Tas Ty > Tzs Ti > Ts 
# (132) - P, = (zi 一 x1)(z; 一 7,)(z 一 Xx,) = P}. 因此 ,不 难得 出 S; 中 的 (1)， 
(123) ,(132) 对 P; 的 作用 结果 仍 是 P; ,而 (23), (13),(12) 对 P; 的 作用 结果 则 为 
— Ps, 我 们 把 前 者 称 为 偶 置 换 ,而 后 者 称 为 奇 置换 . 


对 于 一 般 的 nn 也 有 同样 的 结果 : S. 中 有 nl 个 偶 置换 和 一 nl PARM. 
当然 对 换 一 定 是 奇 置换 . 此 外 , 偶 置 换 与 偶 置换 的 乘积 为 偶 置换 ; 偶 置换 的 闻 元 
仍 是 偶 置换 . 因此 ,这 -nl 个 偶 置 换 就 构成 S, 的 一 个 子 群 , 称 为 "次 交代 群 , 记 
作 A. 例如 , A, = (41), (123), (132)}. 


第 二 十 章 ”对称 群 Sn 


$ 20.3 Sn 中 元 素 的 对 称 类 与 
其 对 换 乘 积 表示 


从 (20. 2) 可 看 出 S, 中 的 元 可 分 为 3 类 : (i) 元 (1) = (1)(2)(3)， 属 于 
(Ca)(5)(c) 型 ,或 对 称 类 [111],(ii) 元 (23)(1),(13)(2),(12)(3) IRF (ab) Co) 
型 ,或 对 称 类 [21],(ii) 元 (123),(132) ,属于 (apc) 型 ,或 对 称 类 [L3]. 不 难 由 此 
推广 到 S, 上 去 (L2j p130). 

定理 20.3.1 任意 ce S, 都 可 以 表示 成 若干 没有 相同 数字 的 循环 的 乘积 ， 
因而 o 一 定 属于 某 一 对 称 类 LA, ’ Àz» i. Àn] ,其 中 A, EN, i=1, 2, sn, 且 


WEA, Sa, Se SA, UR DA =n. 


例 20.3.1 S, 的 对 称 类 有 [2j] 和 [11], 可 用 以 英国 数学 家 杨 (A. Young, 
1873 一 1940) 命 名 的 杨 表 ([2] p130) 分 别 形象 地 表示 为 | | | 和 H. S, 的 对 称 


类 [3],[21],[111] 的 杨 表 表 示 显 然 分 别 刘 | | |， H 日 


属于 同一 对 称 类 的 元 素 , 因 为 具有 同样 的 循环 结构 ,所 以 它们 作为 置换 的 奇 
偶 性 也 是 一 样 的 . 

例 20.3.2 S: 的 对 称 类 中 局 于 偶 置 换 的 有 [5],[1311],[221],LL1111], 属 
于 奇 置 换 的 有 [41],[32],L21111. 

由 (15234) = (14)(13)(12) (15), 不 难 推出 S, 中 的 任意 循环 都 可 以 表示 为 
一 些 对 换 的 先 积 . 于 是 ,从 定理 20.3. 1 有 

定理 20.3.2 任意 o€ S, 都 可 以 表示 为 若干 对 换 的 乘积 (其 中 数字 可 能 有 
重复 ) ,而 且 偶 置换 必 表 示 为 偶数 个 对 换 的 乘积 , 奇 置换 必 表 示 为 奇数 个 对 换 的 
乘积 . 


$20.4 交代 群 4" 的 性 质 


首先 ,对 换 (12) 是 奇 置换 ,于 是 由 S, = A, U ODA, TA S, DA, H 
10.5.2). 其 次 ,由 A, = {41>}, 可 知 A, 可 换 . 对 于 A, = (41), 123), (132)}, 
因为 (123)(123) = (132), 故 A, 是 循环 群 . 因此 A, 可 换 . 而 (123)(234) +Æ 
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(234)(123) 可 知 4 ,2 二 3 时 不 可 换 , 也 不 是 循环 群 . 

A, = {(1)} 当然 是 单 群 . | A; |= 3, 它 没有 真子 群 了 ,因此 也 是 单 群 . A, 有 
12 个 元 : [1111] AeA <1); £22 A AY (12) (34), (13) (24), (14) (23); [31 BB 
(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243). & V = (1), 
(12)(34)，(13)(24)，(14)(23) )， 称 为 克 莱 因 四 元 群 . 它 是 以 德国 数学 家 克 莱 
HCC. F. Kilein，1849 一 1925) 命名 的 一 个 群 , 旦 是 一 个 可 换 群 . 不 难 证 明 
A, DV. 因此 A, 不 是 单 群 . 在 下 一 节 中 ,我 们 要 证 明 A. 是 单 群 ,这 是 一 个 重要 的 
结果 . 


§20.5 As 是 单 群 


设 昌 去 {1(1)} 是 As 的 一 个 正规 子 群 ,要 证 明 H = Ay. 分 成 下 面 各 步 : 
(1) 对 任意 a € A;， 由 Ha = ali, 可 知 a ' Ha = H. 于 是 对 任意 有 € H, #4 


a'ha € Ha hah € H (20. 5) 


(ii) A; 中 元 的 对 称 类 , 按 例 20. 3. 2, 只 有 [5],[311],[221],[11111]. 因为 
H Æ {41)}, 所 以 B 中 的 非 单 位 元 ,只 可 能 属于 [5],L311],[L221] 类 . 要 证 明 H 
中 存在 [311] 类 的 元 . 为 此 只 要 对 H 中 若 有 15] 或 L221] 类 的 元 的 情况 去 证 明 
即 可 . 

ii) 若 互 中 有 [L5] 类 的 元 素 , 即 变动 5 个 数字 的 元 不 失 一 般 性 , 设 它 为 
h =(12345). 此 时 取 a = (234) € A; , 则 由 (20.5) 可 得 (234 (12345)(234) (12345) = 
(432)(12345)(234)(54321) = (245) € H, 它 是 L311] 类 的 . 

(iv) 若 H 中 有 [221] 类 元 素 , 即 变动 4 个 数字 的 元 . 不 失 一 般 性 , 设 它 为 
h =(12)(34)(5). 此 时 取 a = (125) € Ay, WA (125) '(12)(34)(125) 
[(12)(34)] = (125) € H, 它 也 是 L311] 类 的 . 

(v) 车 昌隆 {41)}, 则 互 中 总 有 [311] 类 元 ,例如 说 (rst) © H. 针对 数字 
1，2，3 ,我们 定义 下 列 两 个 置换 


deai Do V 


r s t u v 


(20. 6) 
r sot vu 

这 里 r,s, t， vw, uil, 2, =, 5 的 某 个 排列 ,其 中 必 有 一 个 是 偶 置 换 , 因 此 是 
A, 中 元 . 不 管 选 其 中 哪 一 个 作为 a, 都 有 a (rst)a = (123). 当然 , 选 a WE 
换 , 则 a E A;, 于 是 由 (20. 5) 左 式 可 得 (123) € H. 类 似 地 ,可 以 证 明 S; (BY A;) 
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中 的 所 有 其 他 3 循环 也 都 在 H F. 


(vi) 由 定理 20. 3. 2 可 知 ,A; 中 的 每 个 元 都 可 以 表示 成 偶数 个 对 换 的 乘积 . 
如 果 两 相 邻 的 对 换 相 等 , 则 Gm) Um) = (1); 如 果 它 们 有 一 个 数字 是 同样 的 , 则 
Um) Up) = lpm): 一 个 3 循环 ;如 果 它 们 没有 数字 相同 , 则 Cm) (pg) = 
(plg)(lmp): 2 个 3 循环 的 乘积 . 因此 A; 可 以 由 3 循环 生成 ,于 是 A; CH. 而 
H CA,, PRU, H = A, , 即 A; 是 单 群 . 

类 似 地 ,可 以 证 明 , n 二 5 时 ,A, 是 单 群 ,只 不 过 此 时 数字 更 多 一 些 , 记 号 就 
更 复杂 一 些 而 已 . 

定理 20.5.1 当 n 三 5 时 ,n 次 交代 群 A, 是 单 群 . 


§20.6 可 迁 群 


定义 20.6.1 STREH 称 为 可 迁 的 ,如 果 对 {1，2，…， n} 中 的 任意 一 
对 元 素 (i, j) Eh E H, hihi BAF ME ic j. 

例 20.6.1 S, 显 然 是 可 迁 的 ,因为 它 包 含 了 (1, 2, =, n) 的 所 有 置换 . 由 
(123) € S, 生成 的 S, PRE ((123)) = (41), (123), (132)} 是 可 迁 的 . 

由 于 (17) (1 让 能 使 i->j ,不 难得 出 互 是 可 迁 的 , 当 上 且 仅 当 对 于 任意 &E (1, 
2, =, 2}, Ah EH, 能 使 1k. 

例 20.6.2 §20.4 PR RHA MH V 是 可 迁 的 ,因为 《1) 使 1 一 1， 
(12) (3448 12, (13) (24488 13, (14) (23) fi 14. 

定理 20.6.1 设 瓦 是 S$, 的 一 个 可 迁 子 群 , 其 中 请 是 素数 ,如 果 HY AA 
个 对 换 , 则 H = S,. 

为 了 清晰 起 见 ,我 们 分 下 列 各 步 来 证 明定 理 . 

Gi) 不 失 一 般 性 , 设 (12) E H. 在 集合 {1, 2, =, p} 上 定义 元 素 之 间 的 关 
系 一 : i ~ 7， 当 上 且 仅 当 对 换 Gj) € H. 容易 得 出 这 是 一 个 等 价 关系 . 这 样 集合 
{1，2,…, pp} 就 有 了 一 个 分 类 ， 

Gi) MH 的 可 迁 性 可 得 出 每 一 个 等 价 类 的 元 数 个 数 相同 . 事实 上 , 若 # = 
; 7 ic A €H, $ = i, BUS Ht 1i Hk) E H, 就 有 其 充 要 条 件 
$+(1k)+%' E H, {A 

1 2 = k = p $ $ $, … $, 
$ 9 e foe HGG 所 a k oe p 
一 (内 各 ) = (#,) 


Hawt =| 


人 


这 样 ,利用 史 我 们 就 在 1 的 等 价 类 与 i 的 等 价 类 之 间 建 立 了 一 个 双 射 . 因此 每 一 
个 等 价 类 的 元 素 个 数 相同 . 

GD 每 一 个 等 价 类 中 的 元 素 个 数 s 必 是 p 的 一 个 因素 ,但 p 是 素数 . 因此 
s 一 户 或 1. 不 过 ,因为 (12) € H, ER 1 的 等 价 类 中 至 少 有 1, 2 这 两 个 元 素 . 这 
ERA s= p, 即 1，2，…, p 都 等 价 ,都 在 一 个 等 价 类 中 .换言之 ,日 含有 S, 中 
的 所 有 对 换 . 因而 ,由 定理 20. 3.2 可知 H = S. 


可 H 群 


§21.1 可 解 群 的 定义 


定义 21.1.1 设 G 是 一 个 有 限 群 ,如 果 存 在 G 的 一 个 子 群 列 
G =G, DG, D+ DG, = {e} (21. 1) 


Hp e EG PALIT IES PHBE G,/G,,,. 1 = 0, 1, 2, +, r—1, 都 是 可 换 
群 , 则 称 该 群 列 为 G 的 一 个 可 解 群 列 ,C,/G,+ 称 为 该 可 解 群 列 的 一 个 因子 , 称 G 
是 一 个 可 解 群 . 如 果 G 不 是 可 解 群 , 则 称 G 为 不 可 解 群 . 

设 G 是 可 换 群 , 则 GD (e) 就 是 一 个 可 解 群 列 , 因 此 可 换 群 是 可 解 群 ,所 以 
S: 是 可 解 群 . 对 于 S; ,因为 | S/A, |= 2，| A,/ {e} |= 3 都 是 素数 ,所 以 S,/A, 
和 A;/{e} 都 是 可 换 群 (参见 $3 10. 6). 因此 , S, DA; > fe} = 1(1)}, 是 一 个 可 解 
群 列 , 因此 S; 是 一 个 可 解 群 . 它 提 供 了 一 个 不 可 换 , 但 是 可 解 群 的 例子 . 

由 


S, = (1). (12), (13), (14), (23), (24), (34), (12) (34), 
(13) (24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), 
(134), (143), (234), (243), (1234), (1243), (1324), 
(1342), (1423), (1432)} 
可 知 , S, DA, DVD {e} 是 5S, 的 一 个 可 解 群 列 , 其 中 A 与 V 由 $20.4 给 出 .这 
是 因为 | S,/A, 1=2, | A/V |=3. 以 及 V/{e) 同 构 于 V, 而 V 是 可 换 群 . 因此 
S, 是 可 解 群 . 


§21.2 可 解 群 的 性 质 


对 于 
S, DA, DV Die} (21. 2) 


= PRU, BRTLHHH-KRGSHY 


有 | S,/A, |= 2, | A/V |= 3 BERR, | V/fe) |= 4 BAR. AM GAH = 
{(1), (12)(34)}, 不 难 证 明 VDA. 于 是 在 V 与 {e} 中 插入 ( 称 为 “加 细 ”) 电 ,从 
而 构成 


S, DA, DVDHD{e) (21. 3) 


(21.3) 当然 也 是 S 的 一 个 可 解 群 列 ,不 过 它 比 (21. 2) 更 加 “精细 了 ”: 此 时 由 
| S,/A, | =2, |A,/V|=3, |V/H |=2, | H/{e} |= 2 BARRA A, (21. 3) 
A Al. BUSS GREASE BY PRAY EE RA EH CD RE. 对 一 般 的 (有 限 ) 
可 解 群 也 有 同样 的 结果 ([9] p61,(10] p23). 

定理 21.2.1 可 解 群 的 每 一 个 可 解 群 列 都 可 以 进行 “加 细 ”, 使 得 最 终 能 得 
到 一 个 新 的 可 解 群 列 ,其 中 每 一 个 因子 都 是 素数 阶 循环 群 . 

另外 ,对 于 可 解 群 还 有 (L8] p25,L10] p24) 

定理 21.2.2 (i) 可 解 群 G 的 子 群 是 可 解 群 , 可 解 群 的 同 态 像 是 可 解 群 
GD GDH, W G ETR EHM H 和 G/ 瑟 都 是 可 解 群 . 


$21.3 二 5 时 ,Su 是 不 可 解 群 


我 们 先 证 明 As LAR TT PAE. 如 果 A, 是 可 解 群 ,那么 按 定义 21. 1. 1, 应 存在 
起 自 A; 终 止 于 {e} 的 一 个 可 解 群 列 . 换 句 话说 ,应 该 在 As > fe} 中 间 插 入 一 些 依 
次 是 正规 子 群 的 子 群 ,而 使 得 每 个 因子 都 是 可 换 群 . 而 A; 是 单 群 (参见 $ 20.5), 
因此 由 8 10.7 可 知 As >{e} 无 法 再 加 细 了 ,而 As/{te} AIF As 又 是 不 可 换 的 
(参见 § 20. 4). 所 以 A; 是 不 可 解 群 . 

于 是 由 定理 21. 2. 2 可知 S, 是 不 可 解 群 ,这 是 因为 如 果 5; 可 解 ,那么 A: 就 
可 解 了 . 对 于 S ,其 中 使 数字 6 不 变 的 置换 的 全 体 显 然 构成 Se 的 一 个 同 构 于 S; 
的 群 . 于 是 类 似 地 从 定理 21. 2. 2 可 推 知 Se 是 不 可 解 的 ,这 样 一 步 步 可 推出 ”二 
5 时 ,S, 是 不 可 解 群 . 

由 于 我 们 没有 证 明定 理 21, 2. 2, 下 面 从 另 一 角度 来 证 明 = > 5 时 ,S, 是 不 可 
解 群 . 

定理 21.3.1 在 ?三 5 时 , 设 S. 的 子 群 G 含有 所 有 的 3 循环 , 且 N 是 G 的 
一 个 正规 子 群 , 商 群 G/N 是 可 换 群 ,那么 N 也 含有 所 有 的 3 循环 . 

由 于 商 群 G/N 是 可 换 群 , 则 对 任意 gi 22 EG, 有 gN-°g,N = B:N ° 
gN. Flt gig:N = gagi N. BRU gi g3 88N = N, BD gigi gig EN. 

HF ne 5, 此 时 至 少 有 5 个 数字 ,于 是 对 于 任意 3 循环 (abc), 取 数字 d, 
了 ,使 得 a， b,c, d, 了 是 5 个 不 同 的 数字 ,构造 g， = (dba), g; = afc) € G, 


=+-* 可 


则 有 gi gz gigi = (abd) (cfa)(dba) (afc) = (abc) E N. AUN 也 含有 所 
有 的 3 循环 . 

下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 S, 是 不 可 解 群 . 设 5, 是 可 解 群 , 则 存在 S, 的 一 个 
可 解 群 列 : S, = Ga DG, DG, D- DG, = {e}, A G;/G;,1 都 是 可 换 群 .对 GG,,G, 
应 用 定理 21.3.1 可 推出 C, 含 所 有 3 循环 ;再 对 G, ,G, 应 用 定理 21. 3. 1, 由 此 可 
AG RHA 3 循环 ;以 此 类 推 , 就 可 得 出 这 一 群 列 不 会 终止 于 只 有 一 个 元 素 的 
{e}. 这 就 矛盾 了 . 因此 

定理 21.3.2 当 n 三 5 时 ,S, 是 不 可 解 群 . 

S, = 1(1)}, S,，S,，S, 都 是 可 解 群 ,而 5; 是 不 可 解 群 . 由 此 ,是 否 对 方程 能 
否 根 式 求解 略 有 端倪 ? 

当然 ,求解 方程 还 有 扩 域 理论 这 一 重要 方面 ,这 是 我 们 在 下 一 章 将 要 讨论 的 
课题 . 


正规 护 城 


$ 22.1 多项式 的 基 域 与 根 域 


设 多 项 式 f(x) E Flr], 称 域 下 是 f(x) 的 基 域 .如 x 一 2E Qr]. QA 
是 x” 一 2 的 基 域 . x* 一 2 在 QLzxj] 中 ， 或 Q 上 是 不 可 约 的 ， 也 就 是 不 可 因 式 分 解 
AY. 我 们 希望 求 得 Q 的 扩 域 ,使 得 在 其 中 , 2? — 2 能 分 解 成 1 次 因 式 的 乘积 , 即 
x —2 = (z 一 V2)(z 十 V2). 显然 Q 的 扩 域 QCV2), R, C 都 能 满足 这 一 点 ,可 以 
把 它们 都 称 为 x 一 2E QLzj] 的 可 分 解 域 . 

当然 对 于 f(z) E Flr], FCC, 根据 87.1 所 述 ,C 一 定 是 f(x) 的 可 分 解 
域 .但 是 为 了 “最 大 地 ”反映 出 f(z) 的 特点 ,我 们 就 希望 把 它 的 可 分 解 域 取得 “ 尽 
可 能 地 小 ”. 于 是 有 

定义 22.1.1 He f(x) E Flr], WER F RIDIRE JES (xz) 在 F 上 的 根 域 ， 
WR E WEG EE 是 了 (x) 的 一 个 可 分 解 域 , 即 在 上 f(x) 可 分 解 为 1 次 因 式 
的 乘积 , GD E 的 任意 真子 域 都 不 是 f(z) 的 可 分 解 域 . 

例如 Q2) RE a? 一 2 E Qr] 的 根 域 . 这 是 因为 在 Q(W2) 上 ,x 一 2 = 

一 v2)(z 十 V2), 而 且 [LQC2) : Q] = 2 ( 例 14. 1. 1) 是 素数 ,于 是 根据 推论 
14.2.1 可 知 ,在 Q 5 OND 之 间 不 会 有 任何 真 中 间 域 了 . 由 Q(vY2) = 
Q(W2)( 一 v2), 我 们 不 难得 出 : 为 了 从 f(x) E FLz|] 的 基 域 下 得 到 它 的 根 域 E， 
我 们 可 以 把 f(z) 的 nn 个 根 ai, a，…, a, 逐 一 地 添加 到 下 上 去 ,从 而 得 到 


E = F(a, Qo t'a Qu ) (22.1) 


S 22.1.1 把 x 十 2zx 一 1 分 别 看 成 QLrj, Riz], CLr], = 上 的 多 项 式 ， 
则 它 的 基 域 分 别 是 Q，、R，C，…, 相应 的 根 域 则 分 别 是 Q2), RG/2) = R, 
CCV2) =C. 

例 22.1.2 [(r—1)? +9] (2? — 2) € Qir]. 则 它 的 基 域 为 Q, 根 域 为 


二 十 二 正规 扩 域 


QC 3i, 士 V2) = QG, 2). 

例 22. 1,3 xz"—1 (< F(z] 的 基 域 为 下 , 根 域 为 F(1, Cs piaia. | pt) = F(t); 
= —ae F[z] 的 基 域 为 F, RIH Fld, dý, h dg") = F(d, or HP d ji 
Ed =a. 


以 后 我 们 就 要 把 这 两 个 域 与 f(z) = 0 的 根 式 求解 联系 起 来 (参见 》25. 3). 


$22.2 正规 扩 域 


Zz 一 2 € Q[z] 的 根 域 QCV2) 还 有 一 个 很 特别 的 性 质 ; 若 不 可 约 多 项 式 
g(Zz) 的 一 个 根 在 QCV2) 之 中 , 则 g(z) 所 有 其 他 的 根 也 都 在 Q(CV2) 之 中 . 例如 
g(x) 一 了 性 一 2z 一 1E Az], 在 Q 上 是 不 可 约 的 , 它 的 一 个 根 1 十 V2 E QC2)， 
则 它 的 另 一 个 根 1 一 V2 也 属于 Q(V2). 以 之 一 2 的 根 域 Q(Y2) 的 这 一 特性 为 原 
型 ,我 们 引入 

定义 22.2.1 HERF 的 一 个 有 限 扩 域 , 且 f(r) € Flr) 是 下 上 的 任意 
一 个 不 可 约 多 项 式 . 如 果 瑟 含有 三 (z) 的 一 个 根 ,那么 下 就 含有 三 (z) 的 所 有 根 ， 
WW E È F 的 一 个 正规 扩 域 . 

例 22.2.1 R 含有 超越 数 ,因此 R 不 是 Q@ 的 有 限 扩 域 (参见 3 16.6), 所 以 
RAE Q 的 正规 扩 域 ; 同 理 C 也 不 是 Q 的 正规 扩 域 ;而 C=R(), 且 [C:Rj]=2， 
另外 R 上 的 不 可 约 多 项 式 是 2 次 的 , 它 的 2 个 共 示 根 当 同属 于 C, 所 以 C 是 RR 的 
正规 扩 域 . 


$ 22.3 正规 扩 域 的 性 质 


我 们 是 从 之 一 2EQLz] 的 根 域 QCV2) 引出 正规 扩 域 这 一 概念 的 . 事实 上 可 
以 证 明 ([8] p76,[9] p96) 

定理 22.3.1 H f(x) E FLzj 在 FF 上 的 根 域 是 忆 , 则 玉 必 定 是 下 的 一 个 
正规 扩 域 . 反 过 来 ,车 域 EE 是 域 的 正规 扩 域 , 则 玉 必定 是 下 上 某 个 多 项 式 
f(z) EF[z] 的 根 域 . 

例 22.3.1 Q2, 站 ) 是 Q 的 一 个 正规 扩 域 ,因为 它 是 x* 一 x? 一 2 € Az) 
在 Q 上 的 根 域 . 

例 22.3.2 考虑 卫 一 2E Qir], 设 好 是 满足 o = 2 的 实数 , 则 由 例 


(94) 第 六 部 分 两 类 重要 的 群 与 -- 类 重要 的 扩 域 


22.1.3 可 知 z' 一 2 在 Q 上 的 根 域 为 Q(W2, w). Kie QOZ, w) 是 Q 的 一 个 正规 
扩 域 . 尽管 QW2) 是 Q 的 扩 域 ,但 不 是 Q 的 正规 扩 域 . 不 过 可 以 在 Q(V2) 中 添加 
使 之 成 为 Q 的 正规 扩 域 . Q(W2, o) KA QOD 的 正规 闭 包 . 

例 22.3.3 在 域 列 QC QU/2) C QW2) 中 ,因为 Q(W2) 是 x 一 2 € Az] 
的 根 域 ,所 以 QUD) 是 Q 的 正规 扩 域 . 又 因为 Q(V2) HE 2? —/2 € Q(Y2)[z] 的 
根 域 ,所 以 Q(W2) 是 QW2) 的 正规 扩 域 . 然而 Q(Y2) 不 是 Q 的 正规 扩 域 ,因为 
2 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 是 xz! 一 2 = 0, 它 的 根 为 士 \2, 士 iy2, 因而 x: 一 2 在 Q 
ERRIRE QI, 4-1/2) = Q2, i) ( 例 22. 1.3) ,因此 QC2, D HB QW2) 的 
正规 闭 包 . 

一 般 地 , 设 工 是 下 的 一 个 有 限 扩 域 ,但 不 是 正规 扩 域 . 根据 定理 16. 5. 1. 有 
L= F(a). 设 a 在 FF 上 的 最 小 多 项 式 为 f(z) E FLzj, 把 f(z) 所 有 的 根 都 添加 


ALPS LAP RL. WL 显然 是 下 的 一 个 正规 扩 域 , 且 是 下 的 包含 工 
的 最 小 正规 扩 域 , 即 工 的 正规 闭 包 . 

例 22.3.4 ERI FOLCE. 设 已 是 下 的 一 个 正规 扩 域 . 于 是 存在 
f(x) E Flr], 45 E = Fla,, a, +, a,), 其 中 ma，…，, a 是 f(r) 的 所 有 
He. FH E= F(a,, a,, s a) C L(a,, CE @,, ***, a,) = ED] 
AI LCa, s azs t a) = E, BERS) E Lr] EL LRM. AE RL 的 
一 个 正规 扩 域 . 但 是 ,一 般 来 说 , 工 不 是 的 正规 扩 域 .只 有 在 一 定 的 条 件 下 , 工 
才 是 下 的 正规 扩 域 . 注意 到 ,这 里 有 正规 扩 域 的 概念 ,以 前 有 正规 子 群 的 概念 ， 
这 样 的 命名 法 必定 反映 了 域 与 群 之 问 有 着 某 种 关联 (参见 $24. 2). 我 们 将 在 下 
一 部 分 中 来 研究 这 一 问题 . 


我 们 在 这 一 部 分 中 冰 明 人 徊 罗 瓦 理论 : 先 从 
域 出 发 定义 它 的 自 同 构 群 ,再 对 正规 扩 域 以 及 
域 上 的 多 项 式 分 别 给 出 它们 的 其 罗 瓦 群 .然后 
在 域 与 群 之 冯 引 入 重要 的 伽 罗 瓦 对 应 ,最 后 我 
们 给 出 何 罗 瓦 理论 的 基本 定理 . 


第 二 十 三 章 


+A thy FE OF BF 


$23.1 域 五 的 自 同 构 群 


设 巨 是 数 域 , 为 了 研究 域 正 这 一 代数 结构 ,我 们 要 研究 ESE 自身 上 的 同 
构 映 射 , 称 为 E 的 A 同 构 . 这 里 的 同 构 映 射 指 的 是 玉 到 EE 的 一 个 双 射 o ,有 保持 下 
中 的 乘法 和 加 法 运算 , 即 对 任意 a, b E E, # 
ola +6) = ofa) +066) olab) = ola)alb) (23.1) 
HE 的 所 有 自 同 构 映射 构成 的 集合 , 记 作 Aut EE, 这 里 的 Au 是 英语 中 
automorphism( 上 同 构 映 射 ) 一 间 的 缩写 . 对 于 om , o, E AutE, 我 们 照常 以 变换 
的 结合 来 定义 它们 的 乘法 运算 (定义 9. 2. 2) , 即 对 于 任意 w E E, 有 
o, °6,(a) = 6,(6,(a)) (23, 2) 
ASHEESH , Aut E 在 此 乘法 下 成 群 , 称 为 王 的 自 同 构 群 . 从 (23. 1) 和 8 10. 8 不 难 
得 出 , 若 cE Aut E., RO. 1, a 40E EF, 有 
o0) = 0, a(1) == 1, ola) = Ta(a) ' (23. 3) 
FAW OCE GEM 11.5.2), FRM (23. 3) 就 能 得 出 cE AutE 的 一 重要 性 质 ; 对 
于 任意 rE Q, Aer) =r. Bio 限制 到 EE 的 子 域 Q 上 ,我 们 得 到 的 是 Q 上 的 恒 
等 映射 ,也 即 五 的 任意 自 同 构 都 使 Q 不 变 . 作为 一 个 特例 有 AutQ = (19). 
例 23.1.1 在 AutC HHEIL at+bi-a—bifit Wala. 
例 23.1.2 È AutQ(v3). 
h OGB) = {a +b/3 | a. be Q}, 对 任意 o E AutQ(V3) 有 


oa +hv3) = ofa) + olfbv3) 一 wa 十 ac(b)a(V3) = a+ bo (y3) 


所 以 o 的 变换 作用 由 o(y3) 确定 . 考虑 到 o(3) = 3 = 0 (V3 V3) = [o(Y3 引 1 所 以 
o(/3) 一 -V3, 因此 AutQ(W3) = fe. t}, 其 中 eV3) = V3, r3) = 一 v3. 


(98) 第 七 部 分 伽 罗 瓦 理论 


§23.2 五 作为 下 扩 域 时 的 一 类 特殊 自 同 构 群 


H TR E RA BEHEE Aut E. 不 过 在 E/F 扩 域 这 一 情况 下 ,我 们 还 要 特 
别 地 考虑 到 下 是 下 的 扩 域 这 一 层 关系 ,于 蚌 我 们 在 Aut E 中, 仅 考虑 那些 能 保 
持 下 中 任何 数 都 不 变 的 自 同 构 , 即 有 


任意 a €E F. # 
ola) =a 

此 时 不 难 证 明 ([8] p81): 

定理 23.2.1 设 E/F ÆVIR HEEF 上 的 自 同 构 的 全 体 构成 集合 电 , 有 
Au EN H. 

例 23.2.1 对 于 C/R, 求 C 在 R 上 的 所 有 自 同 构 构 成 的 H. 

Woe 万 ,apER, 则 从 ca 十 pi) = ola) 十 o(bi) = a+o(b)o(i) = a + 
ba(i) ,可知 o 由 oO 确定 .但 是 , oC?) = o(—1) = (oli) P = 一 1, 所 以 oli) = 
+i FH H ={e, t}, 其 中 e 是 C 中 的 恒 等 变 换 , 而 + 是 C PH MILER HH 
2d: lal). 


$ 23.3 TEMP A AIMS Be 


上 节 有 一 个 极 重 要 的 特别 情况 : E 不 仅 是 下 的 扩 域 ,还 是 下 的 一 个 正规 扩 
域 . 此 时 有 

定义 23.3.1 设 EE 是 下 的 一 个 正规 扩 域 ,E 在 F 上 的 所 有 自 同 构 构成 的 
BPR WEEP + RE, iy Gal FE/F, 或 简 记 为 G(E/F), 其 中 Gal 是 
Galois( 伽 罗 瓦 ) 一 词 的 缩写 . 

例 23.3.1 iv3 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 是 好 十 3，QGiv3) = {a 十 biy3 | a. 
b EQ) 是 她 +3 在 Q 上 的 根 域 , 也 是 Q 的 正规 扩 域 . 令 G(Q(Giv3)VQ) =G. 如 果 
o EG, 则 由 ola 十 biy3) =a+boiv3), 可 知 c 由 c(Civ3) 确定 ,由 此 不 难得 出 
G = le, t}, 其 中 e 是 Q(iv3) 的 恒 等 变 换 . 而 r(a 十 biv3) = a 一 biv3. 注意 到 
[QOV3) : Q] = 2, | G |= 2, A [QU V3) : Q] =| G(QGV3)/Q |. 这 也 是 一 
个 普遍 成 立 的 性 质 . 


二 十 三 章 从 域 得 到 群 (99) 


§23.4 WF ERI- EER HA 


Hoe GE/F), Hac ERS (xr) = Dar E Fla] 的 一 个 根 , 即 f(a) = 


Dae! =0, 于 是 由 下 的 正规 性 可 知 S O WARABI E. 此 时 由 


of (a) = Jola) = Zac(a) = Sly [o(a) }' = o(0) = 0 (23.4) 


可 知 ,a(a) 也 是 f(xz) 的 一 个 根 , 即 

定理 23. 4. 1 G(E/F) 的 元 o, 把 f(x) E Flr] WIR aE 巨变 为 根 
ola) E E. 

另外 ,类 似 于 CQGV3) + Q] =| GQGV3)/Q) |. 有 ([8] p82) 

定理 23.4.2 Ü EEF 的 正规 扩 域 , 则 | GCE/F) |= [E : F]. 

由 于 正规 扩 域 是 有 限 扩 域 ,因此 伽 罗 瓦 群 G(E/F) 是 有 限 群 . 

例 23.4.1 由 例 23.1.2 可 知 GLQC3)/Q] = {e, t}. 对 于 zx 一 3 € Q[z]， 
它 的 两 个 根 为 土 YV3 © Q3). 此 时 e, rt 对 它们 的 作用 分 别 为 e(W3) = V3， 
e(—J3) =—V3: r(y3) =—V3, t( 一 V3) = V3. 还 有 | G(QW3)/@ | =2= 
[QW3) : QJ. 

H 23.4.2 对 于 FCMCM CE, 设 E 是 F 的 正规 扩 域 ,因此 也 是 MM， 
MM 的 正规 扩 域 (参见 $22.3), 所 以 由 IM’: M] = [E : MI]/[E :M'], 可 知 
[M’ :M =| G(E/M) | / | GCE/M’) |. 


§23.5 WF LHEVMS he 


域 上 多 项 式 f(x) 的 根 域 是 下 的 正规 扩 域 (定理 22. 3. 1) ,这 样 我 们 就 有 
T § 23. 3 的 一 个 重要 的 特例 . 


瓦 群 , 指 的 是 GCE/F) ,其 中 巨 是 f(x) 在 FF 上 的 根 域 . 

a 由 (22. 1) 可 知 , o E GCE/F), SER ala), i = 1, 25°, n 确定 的 ,其 中 
as *, a, 是 f(z) 的 nn 个 根 .所 以 求 得 了 这 些 ola,) 后 ,o 也 就 确定 了 . 另外 定义 
23. 5. 1 中 的 f(z) E Flr] 是 任意 的 ,不 一 定 是 不 可 约 的 . 


O= 第 七 部 分 “如 罗 瓦 理论 


如 果 jz) 在 下 上 是 可 约 的 , 则 我 们 把 它 分 解 为 一 系列 两 两 不 同 的 不 可 约 


多 项 式 的 乘积 , 即 
f(a) = pt Cx) p? (x) ph (x) (23. 5) 
对 此 ,我 们 强调 下 列 两 方面 
DA 
folt) = p, (T) p(x) p, (x) (23. 6) 


显然 f(z) 和 fo(z) 在 下 上 有 相同 的 根 集 ,因此 有 相同 的 伽 罗 瓦 群 . 于 是 只 要 考 
fo (a) 的 伽 罗 瓦 群 就 足够 了 . 不 失 一 般 性 ,还 可 以 要 求 pC), i= 1, 2，…，s 
都 是 首 1 多 项 式 . 

GD 设 c 是 .PCz) 的 一 个 根 ,不 妨 设 它 是 加 (x) 的 一 个 根 , 因 此 定理 23. 4. 1 
告诉 我 们 c(a) 也 应 是 p, (z) 的 一 个 根 . 由 于 加 (z) 是 不 可 约 的 ,因此 p, (x) 是 a 
的 最 小 多 项 式 , 所 以 c 将 a BMS Ho (a) (BR $ 16. 1). 要 注意 的 是 , 若 
p:a) = p;(B) =0, 天 J, MEH o HH ola) =f, iM o ¢ GCCE/F)， 

Sj 23.5.1 求 二 一 2EQLzj 在 Q 上 的 伽 罗 瓦 群 . 

此 时 基 域 为 Q, 根 域 为 Q(W2, w) ( 例 22.3.2). 令 oE GYZ, w)/Q) =G, 
而 之 一 2 HHH a, = N2, a, 二 wy2, a, =a N2, 于 是 c 一 共有 6 种 选择 ; o,: 
QQ; ，02 一 02，03 一 03，02 :Qa Qa A,—P A,» Oz + Ara Q7 >A, ay 
Qi s O; * APA, 2 一 Qi Q3 Qs Fs * Ay Az, 02 一 0 A," a,» Og 1 Q as Q2 一 > 
al aa. 显然 ,它们 分 别 是 S; 中 的 《1》，(23),(13),(12),(123),(132). 因此 ， 
G = {go1，0,，*"…，, 6) RIH S3, H 

OGZ, w) : Q] = [QW2, w) : QWD QW : Q = 6 =| G | 

例 23.5.2 RALAR D, (r) = 也 十 了 十 好 十 z 十 1 的 伽 罗 瓦 群 . 

D, (x) 的 根 为 Cc, ge yt TD; (x) {E Q 上 的 根 域 为 Q(5 ). Hoe 
G(Q(O)/Q) = G, Wo 由 o(5) 确 定 ,因此 由 o,(5) = Y’, i= 1, 2,3, 4, 以 及 
(Vi) =1, i= 1, 2, 3, 4, 不 难得 出 G = {0,, o,, 05, o,} 同 构 {(1》，(1243)， 
(1342), (14)(23)} C S,» H [QC) : Q] = g5) = 4=|GI. 

Sj 23.5.3 R f(x) = (2? — 2P (2 一 3) E Az) 的 伽 罗 瓦 群 . 

此 时 fole) = (2? — 2) (2 — 3), Aik E = Q2, V3). 而 士 V2 和 士 V3 分 
SAIR, MF a E G(QC2, V3)/Q) = G, 一 共有 4 种 选择 . 记 a, = V2, 
a, =—/2, a, = V3, a, =—V3, WM G= (06, oa， 0 0,) 同 构 {(1), (12), (34), 
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(12)(34)} C S. 另外 [QC2,v3) :Q] =4=|G|. 这 个 例子 还 表明 了 G 中 不 
存在 把 v2 变 为 V3 的 变换 . 否则 , 若 c(V2) = V3, WY 2 = 0(2) = a2 y2) 一 3 。 
J3 = 3, 即 2 =3 T. 

这 些 例子 印证 了 定理 23. 4. 2, 也 印证 了 下 面 定理 (L8j p89,[9] p104) 

E 23.5.1 设 上 述 flr) E F(z) 是 nn 次 的 , 则 fo(z) WMP RE 
于 S, 的 一 个 子 群 . 

于 是 就 有 了 这 样 的 问题 : 怎样 的 ”次 方程 , 它 的 伽 罗 瓦 群 一 定 与 S, 同 构 呢 ? 


$ 23.6 域 F 上 的 一 般 的 n 次 多 项 式 方程 


举例 来 说 , 像 3rz 十 2z 一 1 = 0 这 样 的 方程 称 为 数字 系数 二 次 方程 ,因为 它 


方程 ,因为 它 的 系数 a, b,c 不 是 具体 数字 ,只 是 一 些 字母 ,或 可 取 任 意 值 的 变 
元 . 在 例 22. 1. 1 中 ,我 们 说 明 过 3zx? 十 2z 一 1 可 以 看 成 是 Q, R, C,… 上 的 多 项 
式 , 而 现在 对 于 cx 十 bz 十 c Fa, b, c 的 性 质 ,不 能 再 从 Q,R，C, … 出 发 ,而 
应 该 从 Qla, bs c), RCa, b, c), Cla, b, c), = 出 发 来 解 方程 了 .作为 起 点 ,也 
把 Qla, b, c), Ray b, c), Cla, b, c), e 认为 是 它 的 基 域 . 或 者 令 A 为 域 ,以 
Ala, b, c) 为 基 域 ,而 相应 的 根 域 就 是 A(e, b, c)(a,, a), 其 中 al , ao Ear’ 
br +c = 0 的 两 个 根 , 当然 ,此 时 的 佩 罗 瓦 群 就 是 Gal Ala, b, c)(a,, a,)/Ala, 
b, c). 类 似 地 ,有 一 般 的 ?次 方程 及 它 的 伽 罗 瓦 群 ,并 有 (L10] p101) 


定理 23.6.1 一 般 的 ?次 多 项 式 方程 的 伽 罗 瓦 群 与 S, 同 构 . 


倍 罗 已 理论 的 基本 定理 


$24.1 W F Aw wy 


给 定 域 F RIVET ME RAIA AutE. 然 后 从 中 分 离 出 那些 不 变 下 中 
任意 数 的 自 同 构 , 而 得 出 了 GC(E/F). 如 果 在 An E 中 要 分 离 出 使 E 中 每 一 个 数 
都 不 变 的 自 同 徇 , 那 显然 只 有 王 的 恒 等 变 换 了 ,也 即 是 CCE/F) 中 恒 等 元 e, 于 是 
我 们 就 有 了 下 列 的 对 应 图 一 一 CCE/F) 使 下 不 变 ,而 {e} 使 王 不 变 ; 


FE 
G(E/F) > {e} 


现在 按照 GCE/P) WFR H, E E Pe PATE H 下 不 变 的 数 , 构 成 
H= fa a €E, ofa) =a, Yoe H} (24, 2) 
容易 看 出 五 "是 王 的 一 个 包含 下 的 子 域 , 称 为 由 子 群 五 给 出 的 不 变 子 域 , 记 


作 Inv H, Alt H* =Inv H. 记号 H+ 较 简洁 ,而 记号 Inv H 提示 了 HH ”的 意义 ， 
因为 Inv 是 英语 中 invariant( 不 变 的 ) 一 词 的 缩写 . 

Rik MF EMF ZAHER SelM. BED MDF, 从 EE 是 下 的 正 
PLP ih, ATR E EM 的 正规 扩 域 (参见 $》22. 3). 于 是 就 有 G(E/M), 它 是 由 
AutE 中 所 有 不 变 M 中 每 一 个 元 的 自 同 构 组 成 的 . 它 显然 是 GC(E/F) 的 一 个 子 
群 , 记 作 M”= GCE/M), 称 为 由 子 域 M 给 出 的 子 群 . 同样 ,记号 M" 较 简洁 ,而 


记号 GCE/M) 提示 了 M 的 意义 . 
简单 地 说 , 子 域 是 由 子 群 的 不 变 域 得 到 的 ; 子 群 是 由 子 域 上 的 伽 罗 瓦 群 求 得 
的 . 于 是 ,如 果 设 了 是 五 的 所 有 子 域 构成 的 集合 ,而 乡 是 G(CE/E) 的 所 有 子 群 构 
成 的 集合 , 则 在 这 两 个 集合 之 间 有 了 映射 * 和 十 : 
* f 一 GF, + G — F 
M M* = GCE/M) H H* = Inv H (24, 3) 


(24. 1) 
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WMP PILI PAS KARE — ET. ARER HO BRT HL, BRT +, 


性 质 ,反之 亦 然 . 例如 说 ,由 于 G(E/F) 是 有 限 群 ,可 断言 它 有 有 限 个 子 群 ,因此 
就 可 推 知 王 有 有 限 个子 域 . 

例 24.1.1 根据 以 上 所 述 显然 E* = G(E/E) = {e}, {e} = E,F* = 
G(E/F),[GCE/F)]}* = (F* Y =F., 


$24.2 ” 伽 罗 瓦 理论 的 基本 定理 


对 于 ME S.A BST M ,再 用 十 得 到 了 (M” )*, 即 从 子 域 得 到 子 群 ， 
再 通过 子 群 , 又 得 到 了 子 域 ,那么 这 两 个 子 域 M 与 (M" )” 有 什么 关系 ? 相反 
地 , 走 子 群 一 子 域 一 子 群 路 线 , 从 H EaP A H’ PECH)" ,那么 这 
两 个 子 群 HAKH)" 又 有 什么 关系 ?对 此 ,可 以 证 明 ([8j] p97,[9] p109) 

定理 24. 2.1 《〈 伽 罗 瓦 理论 基本 定理 第 一 部 分 ) 上 映射 * 和 十 都 是 双 射 , 且 互 
为 逆 映 射 ,因此 CM"* )+ 一 M, 以 及 (于 ) =H. 


于 是 利用 H; 一 > H} = M,; M, -一 > M; = H,, WA FIAME ILN: 


G M,=H>=lwH, SEE M=H=InH, GC M,,=E, 
G{E/F)=H, 2 H,=M; =G(E/M,) 22D H=M =GE/M,) DD H =le) 


= 


F=M, 


(24. 4) 
它 的 特点 是 “ 域 大 群 小 ”, 或 “ 群 大 域 小 ”", 以 及 域 列 与 群 列 的 “包含 "方向 是 相 
反 的 . 

例 24.2.1 由 例 23.5.2 知道 p, Cr) ABER QUT. HMA QUO), MF Be 
HE G = {(1). (1243). (1342), (14)(23)}. ASA RWE H = (41), (14)(23)} 是 
G 的 唯一 的 真子 群 .为 了 求 得 H+ =Inv 日 ,注意 到 QC) HRS a = 
a, +a, b +a- +a, p +a, Y, a, EQ, i= 0, 1, 2,3, 4. 若 要 求 (14)(23)a = 
a, 则 可 得 出 其 充 要 条 件 是 w = a， a = a3. AW 中 元 具有 a =a, +a, (6+ 
Cta PHE 的 形式 . M1+6+0C4-04+C0'=0. WI EHHE =—1—(04- 6°). 
因此 Ht = Q(6+ 0°). UGA Oe BOX 


Qt) D Q(o4-¢°) = H7 = Q 
ie} c 1), (14)(23)) =H C G=(Q(E)/Q) 


Xt FM BLT hy Pal 


CE 第 七 部 分 “名 罗 瓦 理论 


F c M=H=IbvH G E 
G(E/F) 2 H=M' =G(E/M) = {e} 


Hp E RF 的 正规 扩 域 ,因此 也 是 M 的 正规 扩 域 ,但 M 一 般 并 不 是 下 的 
正规 扩 域 (参见 $ 22. 3). 于 是 就 有 : O 如 果 要 求 M 是 下 的 一 个 正规 扩 域 ,那么 
会 对 子 群 M” = 万 提出 什么 要 求 ? SRE GE/P)PH, HH = M = 
GCE/M), 即 “ 正 规 ( 扩 域 ) 对 正规 ( 子 群 )”. 设 M Æ F 的 一 个 正规 扩 域 ,此 时 可 构 
W GCM/F); Mi GCE/F) DM" ,此 时 可 构成 商 群 G(E/F)/M* ,于 是 又 要 问 ; 
(ii) GCCM/ 下 ) 与 GCE/F)VM” 有 什么 关系 ? 对 于 这 两 个 问题 ,我 们 有 ([8」p100， 
[9] p109) 

定理 24.2.2 《〈 伽 罗 瓦 理论 基本 定理 第 二 部 分 ) 在 (24.5) 中 ,M 是 下 的 一 个 
正规 扩 域 , 当 且 仅 当 G(E/F) DM" , 而 且 此 时 有 

G(M/F) = G(E/F)/M* = G(E/F)/G(E/M) (24. 6) 


例 24. 2.2 沿用 例 23.5.1 的 符号 .此 时 下 = Q, E = QU, w), 
G(E/F) =S, = {((1)，(23)，(13)，(12)，(123)，(132)}. 容易 求 得 S, 有 下 列 4 
个 真子 群 ; H, = (41), (123), (132)}, H, = (1), (23)}, H, = {(1)， 


(12)}, H, = (41), (13)}. mi a, = Y2, a, = wJ2, a, = aè » J2, Hp w= 
一 aia ,因此 容易 得 到 S, 对 a, 入 的 作用 如 下 ; 


(24. 5) 


2 
S, , 
(i? (23) (13) (12) (123) (132) 
a+ @ 
a, a, a, wa, wa, wa, wa, 
w | w w? w? w? w w 


于 是 可 得 出 ; w #1), (123) (132) FRE, a, 在 (1),(23) 下 不 变 ; a, 在 (1)， 

(12) 下 不 变 ; 以 及 wa, 在 (1),(13) 下 不 变 . 事实 上 ,我 们 有 ([8] p99,[L10] p97): 

Ht = M, = Qw), Hi = M, = QHD, Ht = M, = QW), Ht = M, = QG/2w). 
这 些 结果 可 用 图 24. 2. 1 表示 


G(E/Q) 
一 一 > KRD 一 RY 


图 24.2.1 E= QW2, w) 的 子 域 与 G(E/Q) 的 子 群 的 对 应 图 
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由 S, =H, U (12)H 可 知 , S,DH,. 而 S; DH, 的 充 要 条 件 是 M = Qw) 
是 Q 的 正规 扩 域 . 而 如 对 Hab (12)H, = ((12), (123)} Æ H, (12) = {(12)， 
(132)} A, HRE S, 的 一 个 正规 子 群 . 事实 上 , M, = QCD 不 是 Q 的 一 个 正 
规 扩 域 ( 例 22. 3. 2). 


第 八 部 分 
fm PL EBLE BY by AA 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 将 看 到 伽 罗 瓦 理论 的 
重要 应 用 : RFHSRAH ERA ARH HF 
瓦 判别 定理 ,阐明 不 司 约 的 三 次 方程 有 3 个 实 
根 时 的 “不 可 简化 情况 ”, 证 明正 半边 形 尺 规 作 
图 的 必要 条 件 也 是 充分 条 件 , 以 及 证 明 对 称 多 
项 式 的 牛顿 定理 , 我 们 也 将 讲述 高 斯 证 明正 17 
边 形 可 尺 规 作 图 的 方法 及 其 深刻 的 背景 一 一 
wF BH. 


多 项 式 方程 的 
根 式 可 解 问题 


$25.1 一 些 特 殊 的 伽 罗 瓦 群 


Sj 25.1.1 求 忆 一 1=0 在 玉 上 的 伽 罗 瓦 群 . 

沿用 例 22. 1. 3 ARS. RO FARRA E = FCO). 其 中 是 ”次 本 原 根 . 
也 是 n 次 分 圆 多 项 式 @, (x) 的 根 . D,D 在 Q 上 是 不 可 约 的 (参见 8$ 19. 3) ,但 
是 在 下 上 可 能 是 可 约 的. 不 过 o€ G(E/F) = G, Jyh CAEN Oe) 中 的 一 根 ， 
即 一 个 本 原 根 (当然 将 变 为 任 一 本 原 根 的 变换 不 一 定 属 于 G). 而 5 是 G, = 
(1, Gs <=, CT 的 生成 元 (参见 § 10.6), 于 是 就 有 ol(5) = Ç, AG, n)=1. H 
此 按 oO PRA ALi), LP: G Z,. 不 难 证 明 $ 是 G 到 Im $8 二 所 G) 上 的 同 构 映 射 
([8] p104). 因为 Z 是 可 换 群 ( 例 10. 1.3) ,所 以 Z 的 子 群 $8(G) 也 是 可 换 群 . 因 
此 GG 也 是 可 换 群 , 即 2" 一 1 =0 在 下 上 的 颁 罗 瓦 群 是 可 换 群 . 

例 25.1.2 求 z* 一 1 = 0, p HRY EF EHME LE. 

此 时 Z,= {1, 2,…, p— 1) 是 循环 群 ( 例 10.6.1), 所 以 xz? 一 1=0 在 F 上 
的 伽 罗 瓦 群 是 循环 群 . 

Hj 25.1.3 当下 包含 所 有 nn 次 单位 根 1. G e, C ' 时 , 求 z" 一 a =0,a€ 
F, a £0, Æ F FMY Be. 

ił a —a = 0, Wj z" —a 一 0 的 nn 个 不 同根 为 <. al, n aS" ', FR Te 
a = 0 的 根 域 (n 型 纯 扩 域 ) E = Fla, 0) = Fla). 这 里 最 后 一 步 是 因为 5E F. 
于 是 o EG(E/F) = G, hola) mE. tk ola) = ab', 以 5 映射 为 5 定义 风 : Go 
G, = {15 Ç, e, O71} = CE). 则 不 难 证 明 (f8] p105)¢ 是 G 到 Im $=4(G) EY 
同 构 , 因 此 G 与 循环 群 人》 的 一 个 子 群 同 构 , 所 以 G JAB. H |G | = m den 
的 一 个 因子 . 

有 了 这 些 准备 ,我们 再 回 到 主题 "方程 的 根 式 求解 "上 来 . 
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$25.2 根 式 可 解 的 数学 含义 


MIR x? t pr tqa = 0 得 出 它 的 解 z = (一 p 士 vp 一 49)/2, 可 看 出 “ 根 


式 可 解 " 的 含义 : 

O KATERE F = me q), 在 其 中 构成 户 一 49, 这 是 用 方程 的 系数 
p- q 等 经 域 运算 “十 全 “Á =- “y út 二 ”中 的 “XX XxX” 和 “一 ”运算 得 出 的 

Gi) 构造 a 二 Vp 一 . 4q, 或 = p’ —4q, 一 般 来 说 ,a 下 ,此 时 必须 构造 
ft E = F(a). 


(ii HE E PHIR C- p ta)/2, 这 就 有 了 原 方程 的 根 .一 般 情况 下 的 根 式 可 
解 .也 是 这 个 意思 . 从 方程 的 基 域 出 发 ,利用 域 中 的 “十 "“ 一 "、“X”、“ 二 ”运算 ， 
得 到 一 些 营 , 再 对 它们 进行 开 方 运算 ,而 得 到 扩 域 ,再 在 扩 域 中 进行 域 运算 ,得 到 
一 些 新 的 量 , 再 对 这 些 新 的 量 进 行 开 方 运算 ,使 我 们 得 到 新 的 扩 域 …… 直 到 我 们 
通过 有 限 个 这 样 的 步骤 得 到 原 方程 的 根 . 根 ( 也 即 根 域 ) 在 这 一 系列 俄罗斯 套 娃 
式 的 域 列 之 中 ,方程 就 根 式 可 解 了 . 反 过 来 说 ,如 果 所 讨论 的 方程 不 存在 这 种 域 
列 ,那么 它 就 是 根 式 不 可 解 了 . 于 是 对 一 般 数 域 下 ,研究 F(d), d” © F, 这 种 m 


型 纯 扩 域 ( 参 见 》 16. 7) 以 及 由 这 种 扩 域 构成 的 域 列 就 变 得 重要 了 . 


$25.3 根 式 扩 域 与 根 式 可 解 的 精确 数学 定义 


定义 16.7.2 给 出 的 F 上 的 根 式 塔 F = F, CF, CCF, 一 天 ,其 中 每 
一 个 下 ,1/F; 都 是 一 个 纯 扩 域 ,就 是 上 述 一 系列 俄罗斯 套 娃 式 的 域 列 的 一 个 数学 
表述 . 为 了 使 根 式 塔 与 方程 的 根 式 求解 联系 起 来 ,我 们 引 人 

定义 25.3.1 扩 域 E/F 称 为 F 上 的 一 个 根 式 扩 域 , 如 果 存 在 上 的 一 个 
根 式 塔 


而 且 ESCSK. 

例 25.3.1 zx" 一 a € Fla), 在 F 上 的 根 域 E = Fd, 5), 其 中 dd" =a, § 
Wa" =1 的 一 个 本 原 根 . 下 守 E 不 是 根 式 塔 ,但 由 F =F GF, = Fd) CS 
F, = F,(¢) =E = K aAa AE F 己 EE“ 加 细 ” 成 为 下 上 的 一 个 根 式 塔 , 且 由 
E =K 可知 此 时 的 E/F 可 以 看 成 是 F 上 的 一 个 根 式 扩 域 . 

有 了 上 述 定义 及 上 一 节 讨 论 的 “ 根 式 可 和 解 ” 的 数学 含义 ,我 们 把 定义 25. 3. 1 
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中 的 下 和 五 分别 取 为 f(z) E Fla) 的 基 域 和 根 域 , 就 有 

定义 25.3.2 多 项 式 f(x) € Fla | ÉF 上 是 根 式 可 解 的 , 当 且 仅 当 其 根 域 
E 是 其 基 域 上 的 一 个 根 式 扩 域 . 

它 表述 的 意义 是 很 清楚 的 ; 着 1 (zf) 可 根 式 可 解 , 则 按 §$ 25. 2 所 述 , 它 的 任 
一 根 应 在 某 些 FSP AE KZ Mi ESK. RK. BECK, ME 
的 每 一 个 元 (尤其 是 方程 的 各 根 ) 都 可 以 从 下 的 元 (尤其 是 方程 的 各 系数 ) 出 发 ， 
经 过 有 限 步 的 域 运算 和 开 方 运 算得 到 ,而 这 就 是 “ 根 式 可 解 * 了 . 其 实在 $17. 3 
中 ,我 们 也 已 遇 到 过 相似 的 情况 . 只 不 过 当时 的 可 作 数 仅 是 一 个 数 , 而 现在 有 许 
多 根 , 因 而 有 根 域 . 男 外 ,当时 是 清一色 的 2 型 纯 扩 域 ,而 这 里 随 情况 不 同 , 各 种 
m 型 纯 扩 域 都 有 可 能 出 现 . 

至 于 定义 中 为 何不 要 求 上 = F,,, = K 呢 ? 这 将 在 3 26.5 中 阐明 .不 过 一 般 
来 说 上 述 F,,, = K 不 一 定 是 下 的 一 个 正规 扩 域 . 然而 按 $ 22. 3 所 述 ,我 们 可 以 


先 求 得 K 的 正规 闭 包 开 , 再 按 K/F 的 原来 的 根 式 塔 ,对 K/ 下 构造 出 一 个 新 的 


根 式 塔 , 使 得 FOECKCK ([8] p110). 于 是 ,不 失 一般 性 ,可 假定 定义 25. 3. 1 
中 的 ,以 及 定义 25. 3. 2 RAAF, 二 是 下 的 正规 扩 域 ,因而 也 就 可 以 应 用 
伽 罗 瓦 理论 了 . 我 们 在 3 25.5 中 将 用 到 这 一 点 . 


$25.4 ”循环 扩 域 与 拉 格 朗 日 预 解 式 


曾经 在 定理 21. 2. 1 PURE: “RAO”. MER 25. 1. 3 的 条 件 下 ， 
与 己 一 4 一 0 型 方程 有 关 的 伽 罗 瓦 群 又 是 循环 群 . 为 此 我 们 引入 

定义 25.4.1 i E/F 是 正规 扩 域 , 若 G(E/F) 是 循环 群 , 且 | G(E/F) |= 
n, WEK E Æ F 的 一 个 nn 次 循环 扩 域 . 


ee òo o 0 


依 此 ,我 们 把 例 25. 1. 3 的 结果 表示 为 

EH 25.4.1 若 nEN", 上 且 域 下 含有 所 有 的 n 次 单位 根 ,而 是 x" 一 a 在 
F 上 的 根 域 ,其 中 a€ F, aF0, hl] GCE/F) 必 是 m 阶 循环 群 ,其 中 m|n. 也 就 是 
Ue E EF 的 一 个 za 次 循环 扩 域 . 

现在 我 们 假设 : W FURA Hn 次 单位 根 1,5, e 5, 而 EE 是 F 的 一 
个 nn 次 循环 扩 域 , 即 G(E/F) Æ n 阶 循环 群 ,看 看 能 得 到 些 什么 ? 

首先 循环 扩 域 必定 是 正规 扩 域 ,因而 它 是 有 限 扩 域 (定义 22.2.1), AWE 
是 下 的 有 限 扩 域 ,及 二 F(9)( 定 理 16.5.1). 令 Gl(E/F) = ($) = {1, $, 

O'S, 按 下 列 方 式 定义 由 5 与 9 确定 的 拉 格 朗 日 预 解 式 (参见 § 6. 1) 
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n=l 
(',0)= SOKO EE (25. 1) 


i= 


计算 出 所 有 CC’, 0) 的 和 ,有 ([12] p236) 


n~t 
=: 一 办 if 全 在) (25. 2) 


而 $$ 使 下 不 变 , 有 Vi) = 8', 由 此 可 得 
Pet, 0) = CEt, $O) = G~ CEt, 0), $C, 0O)" = (CE, 0)" (25.3) 


因此 ,$ 使 4d, = 二 (5*,9)" 不 变 . 于 是 G(E/F) 中 所 有 元 都 使 d, 不 变 , 因 而 d, € 
F, k=0, 1, ++, n—1. 现在 就 用 这 些 d, 递 推 地 构造 玉 上 的 一 个 根 式 塔 ， 

& F, =F, F, A FR EK z"—d, HRR, FA F, ER zx" —d, 的 根 
are FA F, EA 2" —d,_, 的 根 域 , 于 是 有 域 列 


FeFPGCRCR«CF.., CF. (25. 4) 


(Ad, = (6°, 0)", RCO", 0) EWE t" —d, = 0 HEAR AR F n ERF E 
a" —d; WHR WP ae e, OFC. LOL 于 是 下 ,包含 
(25, 2) BY 0. AF HBB By AE C25. 4) 假 设 成 根 式 塔 ( 参 见 例 25. 3. 1), 以 及 EE = 
F(9) 和 CCF， 这 就 得 出 玉 是 下 的 一 个 根 式 扩 域 . 从 而 有 

定理 25.4.2 若 E/F 是 一 个 正规 扩 域 ,G(E/F) 是 一 个 n 阶 循环 群 , 即 E 
EF 的 一 个 n 次 循环 扩 域 ,当下 包含 所 有 的 n 次 单位 根 时 , 则 EE 是 F 的 一 个 根 
式 扩 域 . 

由 此 及 定义 25. 3.2, 有 

定理 25.4.3 设 f(x) € Flxj 的 根 域 巨 是 其 基 域 让 的 一 个 n 次 循环 扩 
域 , 旦 下 包含 所 有 的 n 次 单位 根 ,其 中 x =| GEF) |, 那么 f(x) 是 根 式 可 
解 的 . 

例 25.4.1 用 伽 罗 瓦 理论 解 二 次 方程 f(z) = 2° + pxr+q=0. 

此 时 基 域 让 二 Q(p, 9). 设 f(z) 在 上 是 不 可 约 的 , 它 的 两 个 根 为 w ,a,， 
则 ai +a, =— P, Q, ° a =q. 于 是 它 的 根 域 E= F(a,, a) = Fla,, —p—a,) 
= F(a,). fii | GUE/F) | = [E : i=2, 则 GC(E/F) = (1. 办 是 循环 群 ,其 中 
$(a,) =a, (定理 23.4.1). F 当然 包含 了 x: 一 1 = 二 0 的 根 十 1. 因此 f(z) 是 根 式 
可 解 的 . 把 (25. 1) 的 9 取 为 a , 则 有 拉 格 朗 日 预 解 式 


(1, a) =a, +#(a,) =a, +a, =—pe F, 


(— 1, a, ) = Q — $(a,) = @, — Q; = 


(25. 5) 
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FË d, = (1, a) = p’ € F, d, = (—1, a) = & = (a, — a) = p —4 E 
F. 因此 = 土 Vp — 4q. 最 后 由 (25.5) 可 得 a , =— p/2 4V pP — 4q/2. 当然 ， 


能 这 样 解 是 因为 有 根 式 塔 F = F, CF, = F(./d,) CF, = F,(/d,) =E, 因 
而 有 下 列 根 式 求解 的 过 程 ; 


F=F, © F,=F)=F c E=FVF—4) = FVF- =E 
一 -- 一 eo 
pq 一 #-u + VF-4 + 二 + 


这 与 $ 25.2 所 述 一 致 . 不 过 这 种 方法 有 很 大 的 局 限 性 : 要 求 G(E/F) 是 循环 群 . 
例如 ,S; 就 不 是 循环 群 ,所 以 一 般 三 次 方程 就 不 能 用 这 一 方法 来 根 式 求解 (参见 
§ 25. 8). 


$25.5 多 项 式 方 程 根 式 可 解 的 必要 条 件 


REWA: &(> 0) 次 多 项 式 f(x) E FLz] AMAT MN BACH 
瓦 群 是 可 解 群 . 首先 ,由 定义 25. 3.2, 有 上 的 根 式 塔 


条 7 


其 中 Fn = F,(d;), d =a, € F;» i= 1, 2, s r, ii E df (EF EWR 
i, BD E EF 上 的 一 个 根 式 扩 域 . 再 者 ,不 失 一 般 性 ,可 以 认为 F,,, = K EF W 
正规 扩 域 (参见 $ 25. 3). 于 是 有 GCK/F) 及 伽 罗 瓦 对 应 : 


G(K/F) = G, NG, = G(K/F,) S Aœ G; = G(K/F;) N Gin 
=G(K/F;,,,) DN ne ae, = G(K/K) = {e} (25. 8) 


这 是 GOK /F) 的 一 个 子 群 列 ,但 我 们 却 无 法 由 此 证 明 G(K/F) 是 可 解 群 . 
于 是 我 们 只 能 采取 “ 迁 曲 的 ? 沪 法 . 由 例 25. 1. 3 或 定理 25. 4. 1 可 知 : 对 于 "一 
a EF[zj] 的 根 域 (n 型 纯 扩 域 ) 正 ,只 要 基 域 下 包含 了 所 有 mm 次 单位 根 , 则 
G(E/F) 为 循环 群 . 而 (25.7) 中 的 Fis Fy. ts Fics 分 别 是 相应 的 no mgs ，…， 
n, 型 纯 扩 域 ,于 是 我 们 可 以 把 (25. 7) 改 造 一 下 : 把 一 些 本 原 根 添加 到 (25. 7) 里 
的 每 个 F; 中 去 ,方法 如 下 . 

RH no mp» oes n, 的 最 小 公 人 倍数”, 设 上 是 一 个 二 次 本 原 根 , 于 是 把 e 添加 
到 (25.7) 里 的 各 F Fis es Fo 中 去 , 即 构造 
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K; = F,\(e), i= 1, 2, |, r+1, UR K, = F =F, (25. 9) 
因此 有 
F=K, CK, =F ©®CK, =F,© CCK, = F,©® CCK, = K© =L 
(25, 10) 
我 们 先 来 讨论 (25. 10) 具 有 的 一 些 良好 性 质 ,并 由 此 推出 GK /F) 是 可 
解 群 . 


G) L EF = K, 的 正规 扩 域 .这 是 因为 K 是 的 正规 扩 域 ,由 此 可 知 , 存 在 
g(x) EFLz], 使 得 天 是 g(z) 在 下 上 的 根 域 ( 定 理 22.3. 1). 从 se 是 m KAR 
根 ,可 知 e 的 各 方 押 给 出 了 x" 一 1 == 0 的 全 部 根 . 因此 了 .就 是 g(z)(z 一 1) € 
F[z] 在 下 上 的 根 域 .这样 就 得 到 工 必定 是 下 的 正规 扩 域 . AA G/F). 

Gi) 工 也 是 各 KK; 的 正规 扩 域 (参见 22. 3), 因 此 有 G(L/K.), i = 1， 
2, e, r41 RAM Bt he 


G(L/K,) = Hy S G(L/K,) = H, \ G(L/K,) = H, S+ \G./K,) = HN 
S GWL/L) = Hn = te} (25. 11) 


Gii e € Kj, i= 1, 2, =, r+1, Xn, |n, LE E K. ew 是 n, 次 本 
原 根 , 所 以 KRA n KERR. 

(iv) K, = F,(e) = Fle), FH K, 是 也 一 1 在 Ko 一 下 上 的 根 域 . 由 例 
25.1.1 可 知 ，G(K,/F) 是 可 换 群 . 再 者 K = File)’ = Fi(d)(e) = 
F,(€)(d,) =K,(d,). 又 dr =a, E F, CK,, FEK BAT 1 KARR, A 
K, Me x" —a, € Ki[xj] 在 K, 上 的 根 域 ,由 例 25.1.3 可 知 GCK,/K,) 是 可 换 
群 . 类 似 地 ,可 以 证 明 在 (25. 10) 中 Ki,!: 是 zz 一 a; E Ki[Lz] 在 天 ,上 的 一 个 根 域 
(因而 天, ,是 K, 的 一 个 正规 扩 域 ). 因此 有 GCK,,,/K), 且 它 们 都 是 可 换 群 . 

Cv) 考虑 伽 罗 瓦 对 应 图 


K, . K... Ki == K(e) = 工 
H; = GL/K;)) > Haa =GU/Km) SN H, = GCL/L) = {e} 
(25, 12) 
H Ka K iE BLS RBH GCL/K,) DG(L/K,,,) GEM 24. 2, 2), 所 以 
(25. 1D RA 


G(L/K,) >GCL/K,) De DG(L/K,) DPG(L/K,,,) Bs DGCL/L) = {e} 
(25. 13) 
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其 中 各 因子 ,由 定理 24. 2. 2 可 知 


G(L/K;)/G(L/K;,,,) œ G(K;.,/K;,) (25. 14) 


于 是 ,由 (iv) 可 知 这 些 因子 都 是 可 换 群 . 因此 (25. 13) 就 是 GC(L/K,) = 
G(K(€)/Ky) 的 一 个 可 解 群 列 ,因而 GCK (e)/K,) 就 是 可 解 群 . 

(vi) 不 过 ,我 们 要 证 明 的 是 GCLE/F) 是 可 解 群 . h FE f(z) EF ERR 
W, H EST KOCE Ke), 这 就 要 去 考虑 下 列 伽 罗 瓦 对 应 图 : 


E = = S Ke) (25, 15) 
G(K(e)/F) >Ò GCK(e)/E) > te} ` 
由 定理 24. 2.2, 有 
G(K (e)/F)/GUK (e)/ED ~ GCE/F) (25. 16) 


而 由 (v) 知 GOK (e)/F) = GCK(c)/K,) 是 可 解 群 ,而 可 解 群 的 商 群 是 可 解 群 ( 定 
理 21. 2. 2) ,所 以 (25. 16) 的 左边 是 可 解 群 .因此 , G(E/F) 是 可 解 群 . 这 样 ,我 们 
就 证 得 了 

EE 25.5.1 多 项 式 f(z) E F[z] 可 根 式 求解 的 必要 条 件 是 f(r) 在 F 上 
的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 . 

而 由 定理 21. 3. 2, 即 有 

定理 25.5.2 (和 鲁 菲 尼 - 阿 贝尔 ) 四 次 以 上 的 一 般 的 多 项 式 方程 不 存在 求 根 公 式 . 


$25.6 2x5 一 10x 十 5 一 0 不 可 根 式 求解 


一 般 的 五 次 多 项 式 方 程 是 不 可 根 式 求解 的 ,那么 数字 系数 的 五 次 方程 呢 ? 
对 于 f(z) = 2z 一 10z 十 5E QLz], RH MM E = Qla, a, +, us) ,已 知 的 
是 f (2) FEQ 上 是 不 可 约 的 ( 例 13. 2. 1), 且 GCCE/Q) =G 是 5; 的 一 个 子 群 (定理 
23. 5. 3). 现在 又 有 以 下 推断 : 


Ci) 由 图 25. 6. 1 所 示 的 二 f(z) 可 知 ， 
FODAIN a, a, 以 及 3 个 实 根 &， 


a4» as. 

(ii) 一 定 存在 c EG, i 二 1, 2, =, 5, 使 
得 (ai) = a;, 即 G 是 Ss 的 一 个 可 迁 子 群 ( 参 
见 $20.6). 否则 的 话 ,a 在 G 作 用 下 得 出 的 像 
集合 {a,, a’, =, a} 应 是 (a, azs er, as} 的 
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一 个 真子 集合 ,于 是 构造 g(z) = (zx 一 a,) (rz 一 a )…(x 一 和 ), 则 g(x) 在 G 的 作 
用 下 不 变 ( 定 理 10. 2. 1), 因 而 g(x) 的 各 系数 在 G 下 不 变 , 它 们 应 属于 Q, 即 
giz] EQLz]. 这 样 就 有 glr) | f), 这 就 与 f(x) 在 QQ 上 是 不 可 约 的 矛盾 了 . 

(iii) Aut E pA Ms HIcH ¢ E G, Bl $(a,) =a, $a) = a, ga) =a,, 
i=3, 4, 5, 因此 G 中 有 对 换 (12). 

Civ) #8 GD , (iii) EH 20. 6. 1, 0778 GCE/F) = S,, 因此 它 是 不 可 解 群 . 由 
此 可 知 f(x) 不 可 根 式 求解 . 不 难 把 上 述 情况 推广 到 更 一 般 的 情况 中 去 : 

定理 25.6.1 f(z) E QLz] 是 一 个 素数 户 次 不 可 约 多 项 式 , 如 果 f(z) 
有 p—2 TR (DEQ 上 的 伽 罗 瓦 群 同 构 于 S,. Ait p5 Ht, f(A 
能 用 根 式 求 解 . 

这 是 伽 罗 瓦 得 到 过 的 一 个 重要 成 果 . 


$25.7 多 项 式 方程 根 式 可 解 的 充分 条 件 


我 们 来 证 明定 理 25. 5. 1 的 道 定 理 : 设 jz) 的 基 域 是 FE EA 
瓦 群 G(E/F) = G 是 可 解 群 , 则 f(x) 在 下 上 是 可 根 式 求解 的 . 我们 也 不 得 不 采 
用 "* 迁 曲 的 沪 法 来 证 明 . 

Ci) 由 定义 25. 3. 2 可 知 “ 根 式 可 解 ” 与 “ 根 式 扩 域 “有关, 而 定理 25. 4. 2 又 表 
明 后 者 与 循环 扩 域 以 及 次 单位 根 有 关 . 所 以 由 下 利 E 构造 


F, = F, F, F,(0), K = EC) (25. 17) 


其 中 5 是 一 个 n 次 本 原 根 , n =| G |= LE: F]. 

Cii) 设 f CDRH a s om ，…， as SEE = Flas 6，… ,a) 有 f(r) 在 Ff 
上 的 伽 罗 瓦 群 G(E/F). m K = ECD = Fla,, =, a) = FCS) (a, a) = 
F, Cas ++, a), # f(a) E FLz] 则 可 得 fF, EY BA EGCK/F,). 

Gii 对 于 ceE GCK/F,) 把 o RHAE CK EER § 9.2). WA or. HF o 
使 F, ANE Bo EF 不 变 , 因 此 oe 使 F 不 变 . 于 是 og € G(E/F). Vo BRAT op 
来 定义 $, GK /F,) > GCE/F). 不 难 证 明 % 是 一 个 群 的 同 态 映射 ,而 且 若 rE 
Ker$, 当 且 仅 当 te = E 上 的 恒 等 映 射 . 而 ts 是 EE 上 的 恒 等 映射 的 充 要 条 件 是 
rla) 一 ay 1<i<k, 而 最 后 一 点 又 等 价 于 t+ 是 K 上 的 恒 等 映 射 . 因此 Kery = 
{e}, BD $ HAAS. FE GK /F,) 同 构 于 GC(E/F) 的 一 个 子 群 , 且 i G(K/F) | 


| GCE/F) |. 
(iv) 由 于 GCE/F) 是 可 解 群 ,所 以 G(K/F,) 也 是 可 解 群 .于 是 按 定理 
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21. 2.1,%t GK/F,) 有 


G(K/F,) = H, DH, bs DH; D Hin De DH, = {e} (25. 18) 
其 中 H;/Hin 为 p; 次 循环 群 ，H; = GCK/F;). 这 时 对 应 的 域 列 为 
F,CF,C+CFCF,, CCF, =K (25. 19) 


由 H; = G(K/F,) 可 知 H;/H,,, = GK /F,)/GCK/F,,,) + GCF;,,/F,) 是 pp 次 
循环 群 . 因此 F;;, 是 下 ;的 一 个 p,; 次 循环 扩 域 (定义 25.4.1),i=1,2,…,r. 
(v) 由 | H; / Hisi |= Pi» 有 | H; | / | His, |= Pi cH 10, 5. 4). 另外 从 


| H; | |1 Hy | 可知 | | Hy |. 再 者 ,由 (iD 知 1GCK/R) | | 1GCE/F) | ,所 以 
| H, | |n. 于 是 最 后 有 p; |n. 


(vi) Fn MARE € FF UROTA, p KERR C; EF, CF, 于 是 
由 定理 25. 4. 2 可 知 Fp E F, 的 一 个 根 式 扩 域 ,而 且 F, = Fa), B F a 
1 在 F。 上 的 根 域 ,因此 F, 是 Fo 的 一 个 根 式 扩 域 ( 例 25. 3. 1) ,所 以 最 后 从 


F=F,CF,CF,G-CF,, =K (25. 20) 


IR ES EÇ) CK, 就 可 得 出 : F,;, 中 的 元 可 以 用 FF; 中 的 元 通过 域 运 算 或 开 
方 运算 得 出 (定义 25.3. 1),i = 0,1,…, r. 于 是 F,,, 中 的 元 (尤其 是 巨 中 的 
元 ) 可 以 一 步 步 地 用 Fa 中 的 元 通过 域 运算 及 开 方 运算 而 得 出 , 即 f (2) FE F E 
是 根 式 可 解 的 (参见 § 25. 2). 于 是 有 

定理 25.7.1 te f(z) E Flr], 如 果 它 在 下 上 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 ,那么 
它 在 下 上 是 根 式 可 解 的 . 

综合 这 一 定理 和 定理 25. 5. 1 ,我们 最 后 有 

定理 25.7. 2( 伽 罗 瓦 判别 定理 ) fa) E Flr], W SDE F ERAT 
解 的 必要 充分 条 件 是 太 (z) 在 下 上 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 . 

例 25.7.1 因为 SH S, 都 是 可 解 群 , 所 以 一 般 三 次 (参见 $25. 8) 和 四 次 
方程 都 是 根 式 可 解 的 . 

例 25.7.2 xz" 一 1 ==0 有 指数 式 或 三 角 式 解 (参见 § 4. 4). 在 8$ 7.2, 我 们 求 
ET n=5, 7 等 情况 下 zx" 一 1 的 根 式 解 ,现在 就 一 般 n 来 讨论 . 由 例 25. 1. 1 可 知 
7 一 1 在 Q 上 的 件 罗 瓦 群 是 可 换 群 ,因此 是 可 解 群 . 由 此 证 得 x" 一 1 在 QQ 上 是 根 式 
可 解 的 . 这 与 高 斯 当初 的 方法 相 比 ,真是 如 汤 沃 雪 了 (比较 § 27. 4 45 § 27.5). 

就 这 样 , 百 余年 来 的 多 项 式 根 式 求解 问题 最 终 由 伽 罗 瓦 优 美 彻 底 地 解决 了 . 
以 他 命名 的 伽 罗 瓦 理论 从 此 诞生 了 ,其 中 群 论 和 域 论 如 水 乳 交融 ,交相辉映 . 一 


G= 第 八 部 分 和 舍 罗 所 理论 的 应 用 


路 走 来 , 迁 回 曲折 ,难怪 当时 的 那些 审 评 大 师 们 如 酝 五 里 雾 中 “就 伽 罗 瓦 的 概念 
和 思想 的 独创 性 和 深刻 性 而 言 , 任 何人 都 是 不 能 与 他 相 比 的 . ”法国 数学 家 毕 卡 
(C. É. Picard, 1856—-1941)#€ 1879 年 评述 19 世纪 数学 成 就 时 如 是 说 . 


$25.8 AMP RELIRE 


我 们 讨论 下 列 一 般 三 次 方程 的 解 ， 
rt+rz’?+pr+q=0 (25, 21) 


Gi) 我 们 一 开始 便 把 2? 一 1 的 根 1, wo = (—14/—3)/2, of 加 到 该 方程 的 
基 域 中 去 , 即 令 下 含有 r，, p, q 及 Vv 一 3. Aas au 是 (25. 21) 的 根 , 则 有 玉 = 
F(a,, a, a,), H GEF) = G a 5,. 

Gi) G = S, DA, Die} 是 G 的 一 个 可 解 群 列 , 且 相 应 的 域 列 为 FC BCE,， 
其 中 B= Inv A, , 3 A, = G(E/B) 是 一 个 3 阶 循环 群 . B 当然 是 F 的 一 个 正规 
扩 域 , 且 E 是 B 的 一 个 | A; |= 3 次 循环 扩 域 . 

(iii) 定义 A 二 (a, —a,)(a, —a,)(a, —a,), ATE BRP RAY A, = (41), 
(123), (132)} 下 不 变 , 所 以 AE B. 但 A 在 S; 的 奇 置 换 下 变 为 一 A, 因 此 A ¢ 
F. Ait D = A 在 5S, 不 变 , 即 DEF, Daja, a, a, 的 初等 对 称 多 项 式 来 
表示 . 事实 上 , a, +a, +a, =—r, aa, 十 ao 十 aaai = p, a, +a, +a, =— q, 经 
过 元 长 的 计算 可 得 (参见 附录 3) 


D =—4rq—27¢ +18rpq—4p +r p (25. 22) 


(iv) HAG F, AEB, HAFA), WFF CB, mi D= A lage 
F, FEAE 2 —a, a € F 的 根 ,所 以 [F(A) : F) = 2. 又 由 G(B/F) = 
G(E/F)/GCE/B) ~ S,/A, "7 LB : F] =|GCB/F) | = | S; | /| A, |=2, A 
it B = F(A). 

(v) 如 果 Qis A, ay 全 部 属于 B, iil B=E, RM7 TS. 故 设 a, ¢ B, 构造 
Bla,) DB. 因为 | A; |=3, KE A, Die} 中 间 不 能 再 插入 任何 不 同 于 A; 或 {e} 
的 子 群 了 ;在 B 与 之 间 也 不 能 再 插入 任何 不 同 于 BRE 的 子 域 了 . 因此 
B(a,) = E. 这 样 , 域 列 下 CC BOC E, RERA FCB = F(A) CE = Bla). 

(vi) H 1, w, a? E€ B, HE WB H3 次 循环 扩 域 ,所 以 按 $ 25. 4 来 定义 ,由 
1, w, of 与 a 确定 的 拉 格 朗 日 预 解 式 , 类 似 于 (25. 5), 从 GCE/B) = A, = ($), 
Hp $ = (123)， 有 (比较 (5. 4),(6.7),(6. 8)): 


二 十 五 章 ”多 项 式 方程 的 根 式 可 解 问题 


(1, a) =a, +a +a, =—r, 
(w, ai ) = Qq, + wa, Hafa, = $, ’ (25. 23) 
(w, &i) = a, +a a, + wa, = ẹ, 


H&, SWAT B.FZESHAA 
eo. -2 rp +39- V734, Sua -2 rp +3) +3V=3a 
(25, 24) 
Ẹ, . & — r? — 3p 
(vii) 从 (25. 23) 有 (25. 21) 的 解 
em sorts ihan Erta, Fat) a m rtas, 4-8) 
(25, 25) 


(viii) $ r = 0, 则 有 简化 方程 十 pz 十 g 王 0, 此 时 ,从 (25.22) 有 


D = 一 279 — 4p’ =— 108 (2 +£) (25. 26) 
而 从 (25. 24) 有 

i. > 一 一 gts V=3 VT &+&=—3p (25.27) 
于 是 在 (25. 25) 中 , 取 r = 0, 就 给 出 卡 丹 公 式 


3 3 
aaa 一 1 
mas =o 5! + VD +e,/ Sh — 2 =D RHE = 1 


(25, 28) 


Ti; 


ahs 


三 次 实 系数 不 可 约 方 程 有 
3 个 实 根 时 的 “不 可 简化 情况 ” 


$26.1 从 判别 式 看 根 的 情况 


我 们 讨论 f(z) = 2° +pr+q=0, pb, dgER 此 时 基 域 为 F =Q, q), 

Bik” E = Fla,, a, 0,). 我 们 把 $25.8 定义 的 
D = [ (a, — a, ) (a, —a,)(a, — a, ) | (26.1) 

称 为 三 次 方程 的 判别 式 . FERR 3 MB a, a, a 可 能 出 现 的 情况 : (i) 3 个 根 
都 是 实 根 , 且 两 两 不 等 , 则 DD 二 0; (ii) 3 个 都 是 实 根 , 且 至 少 有 两 个 相等 , 则 D = 
0;《〈i) 有 一 个 实 根 与 一 对 共 斩 复 根 , 则 忆 一 0. 因此 有 

定理 26.1.1 三 次 实 系 数 方程 f(r) = r +pqt+q=0, WR A6. 1A) D 
>0, W F(z) 有 3 个 两 两 不 同 的 实 根 . 


§ 26.2 不 可 简化 情况 


设 f(z) 在 F 上 是 不 可 约 的 ,因此 它 在 下 上 没有 重 根 ( 参 见 附录 2). 如 果 此 时 
D>0, 可 知 它 有 3 个 两 两 不 同 的 实 根 .但 由 卡 丹 公式 (25. 28) 可 知 ,这 时 必须 通过 
纯 虚 数 v 一 3D 才能 得 出 3 个 实数 根 a, a, as 这 曾 被 认为 是 卡 丹 公式 的 一 大 缺 
A.A 16 世纪 以 来 ,就 一 直 有 数学 家 致力 于 改造 卡 丹 公式 ,想方设法 避 开 复数 , 直 
接 得 到 实 根 ,但 都 失败 了 ,这 就 是 有 名 的 “不 可 简化 情况 ”不 过 ,这 些 努力 也 非 白 费 ， 
它 使 人 们 对 复数 的 认识 更 加 清楚 ([5]). 下 面 我 们 用 伽 罗 瓦 理论 来 讨论 这 一 问题 . 


$ 26.3 根 域 的 表达 


由 D>=0, 定义 K = FVD, a)» 我 们 要 证 明 K 就 是 根 域 E = F(a, 9 Qs a). 


首先 ,从 VD =A =H (a, —a,)(a, — a) (a, 一 al) E€ ERDE DK. 其 次 ， 


(a, — a, ) (a, —a,) =a; — (a, + @,)a, +4,0,, a, +a =—@,, Qa, = a, 有 


(a, — a) (a, —a,) E K. 于 是 a, 一 a =+ /D/(a, —a,)(a,—a,) € K. 又 由 于 
a +a, = —a, € K, FA a, a, € K. Wk E = K, Bp 

定理 26.3.1 f(r) E Flr] EF = Q(p, g) 上 是 不 可 约 的 , 它 的 根 为 
a s a, a, BEAS D>0, MAE MM E = Fla, Qas Q) = F(/D, a,), 


$ 26.4 xP—a=0, a ER 型 方程 


若 m € N" , 且 m 是 一 合 数 , 即 m 二 +r，s, 那么 a* =(ar)>. 由 此 ,任意 开 
方 运算 都 可 以 由 一 系列 的 开 素数 次 方 的 根 号 运算 实现 . 为 了 以 下 的 应 用 ,我 们 研 
JE 1’ —a € K[z], 其 中 域 K CR. 即 K 中 的 元 都 是 实数 一 一 一 个 实 域 

设 p 是 一 个 素数 .首先 z 一 a 在 K 上 是 不 可 约 ,或 可 约 的 . 在 后 一 种 情况 
中 ,我 们 将 证 明 2° 一 a 在 K 上 有 一 次 因 式 , 即 x? 一 a 在 K 中 有 一 个 根 . 

考虑 方程 zx? 一 1 = 0 与 z* 一 a 二 0, 设 是 前 者 的 一 个 本 原 根 ,u 是 后 者 的 
任 一 根 . FE Klu, ut, ul?) = KC, u) 就 是 zx? 一 a 在 K 上 的 根 域 . 因此 
XT? 一 a Æ KẸ, u) 中 就 有 下 列 因 式 分 解 


a?’ —a = (x4—u) (a — ub (zr — lf?) (26. 2) 


现 假定 x’ 一 a 在 KK 上 可 约 , 即 在 K 上 有 一 个 正 m 次 的 真 因 式 g(z) E Kir], 
m<p. 于 是 g(r) 是 (26.2) 中 到 个 1 次 因 式 的 乘积 . 因此 g(z) 中 的 常数 项 b E 
K, ASE m PAA ul 形式 的 根 的 乘积 , 即 存 在 上 € N", 使 得 b= “a ee 而 u’ = 
a, C°=1, RE = ung = u) (ze) = a". 

再 者 , m<p, p ERKE (m, p) = 1, 于 是 存在 s, tE Z, 使 得 sm+tp= 
1( 参 见 附录 1). 因此 有 


1 一 / 户 -一 a/a 


b" = a™ =a 
FPE b” ea” =a, 因此 
C =a (26. 3) 
HEP c= H ea’. Ha, bE K, Mace K. XR. K 中 找到 了 x? 一 a KHR c. 
EH 26.4.1 Hra PLRK 上 的 一 个 素数 p 次 多 项 式 ,那么 它 或 在 K 
土 不 可 约 , 或 在 关 中 有 根 , 即 它 在 天 上 有 一 次 因 式 . 
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$26.5 实 根 要 通过 复数 得 到 


有 了 这 些 准备 ,我们 来 证 明 

定理 26.5.1 f(r) = 2° +pxr+q€ Flr], F=Qp, DM CR, f(z) 
E F LADY, A D>0, 那么 就 不 存在 下 上 的 一 系列 实数 值 根 式 来 得 出 f(x) 
的 求 根 公式 . 

我 们 用 反 证 法 : 设 根 a 可 用 在 下 上 构建 的 一 系列 实数 值 根 式 表 出 ,也 即 
a, EL = Fa, Wb, =, Jd), KP Vo, lb, ,yd 是 实 根 式 .因为 D= A >O, 
构造 K = L/D), Bit KD FOD, a). 于 是 ,由 定理 26.3.1 可 知 a,, a, € 
K, Bl a,, a, 也 可 用 实数 值 根 式 表示 . MK 是 由 添加 有 限 个 根 式 而 成 ,而 添加 与 
次 序 无 关 ( 参 见 (16. 4)) ,所 以 可 先 添加 VD, 从 而 有 (参见 8$ 26. 4) : 


FCK, = FIVD) CK,C-CK,=KCR (26. 4) 


其 中 Kan =K (de), i= 1, 2, =, n—1, deEK, 户 是 素数 . 同时 我 们 还 可 
假定 d 六 4 K, 否则 则 不 是 真 添加 . 这 等 于 说 zw 一 d; 在 Ki; 中 无 根 . 于 是 根据 定 
理 26. 4.1 PJA x —d, 在 K; 上 是 不 可 约 的 . 因此 [Kao K:] = p: (定理 16.3.1). 
HETA a, a, a; E K. 因为 f(x) 在 FF 上 是 不 可 约 的 ,所 以 a，, a, a, ¢ 
F. 又 因为 [F(VD) : F] = 2, 而 a , a, a 在 F 上 是 3 次 的 (参见 8 16. 2 和 定理 
16.3.1), 所 以 a ,a,， a, ¢ FOD). 设 在 (26. AP Kin 是 第 一 个 有 根 出 现 的 那 
个 域 . 不 失 一 般 性 把 这 个 根 记 作 a, 即 a, E Ky. G d, =a, p; 二 p; 则 有 
Kn = K, (a'’?) (26. 5) 
Ait [K> K] = p. NAX a, ay a, ¢ K,, 所 以 f(z) 在 K; 上 仍 是 不 可 约 ， 
这 说 明 a 在 K, 上 是 3 次 的 . 因此 31 户 ($ 16.2). 又 因为 是 素数 ,所 以 p= 3， 
因此 K = K; (Va), Ya ¢ K,. 
ia, € Ky,» VD E K, C Kus 则 由 定理 26.3.1 可知 a,, a, E Ky. H 
造 K, (a, a,, a), A K;(a,, ay a,) G Kyne 然后 由 [Ki(a， az，a3) : K,j> 
[K; Cla) : K,]=3, RLKy,! K,]=3, RA K;(a,, a,, @,) = K,,;. 于 是 把 
K, 看 成 是 f(z) 基 域 , 则 f(z) 在 其 上 的 根 域 为 Kje 所 以 Kj 是 K; 的 正规 扩 
域 .而 K aH K, 上 不 可 约 方程 x? 一 a = 0 的 一 个 根 Ya, 因此 就 含有 wwYa， 
a? Ja. FÆ w, è € Kj， 这 就 与 Kj+1 是 实 域 了 矛盾 了 . 所 以 在 给 定 的 条 件 下 ， 


二 十 六 章 ， 三 次 实 系数 不 可 约 方 程 有 3 个 实 根 时 的 “不 可 简化 情况 ” 


f(a) SAL a 不 可 能 被 包含 在 下 的 一 个 实 根 式 扩 域 (26. 4) 之 中 . 换言之 ,三 次 
方程 f(z) 是 根 式 可 解 的 ,此 时 必须 有 一 些 由 复数 构成 的 域 来 给 出 根 式 扩 域 


F=F GF,G=GCF.,GCC,EGF., (26. 6) 
即 必须 通过 复数 ,才能 得 到 实 根 ! 这 也 表明 了 在 定义 25. 3. 1 和 25.3.2 中 ,我 们 


ER EC Fmns MPE E 二 Fi,， 否则 因为 上 是 实 域 , F,., (= E) 也 应 是 实 
域 , 则 (26. 4) 就 是 实 根 式 域 构成 的 一 个 域 链 了 . 


knit RMA A 
充分 条 件 


$ 27.1 正 n 边 形 尺 规 作 图 必要 条 件 的 
回顾 与 充分 条 件 的 提出 


在 $19. 4 中 ,我 们 已 得 出 了 正 g 边 形 (9 是 一 个 素数 ) 可 尺 规 作 图 的 必要 条 
件 : 9 是 2 十 1 型 的 一 个 奇 素数 . 在 本 章 中 ,我 们 将 用 伽 罗 瓦 理 论证 明 , 这 个 条 件 
也 是 充分 的 , 即 设 9 = 2 十 1 是 奇 素数 ,那么 就 可 以 用 尺 规 作 出 9 = 2x/q, 或 等 
价 地 cos @,. 
此 时 的 分 圆 方程 是 x? 一 1 = 0 (参见 7.2), 根 为 1, 6. 02, oe, OF, Hep 
¢, = cos0 十 isin0 (参见 8》19. 2) ,分 圆 多 项 式 为 更 (z) = r 十 z 十 … 十 十 1 
(参见 》19. 3), 且 在 真 扩 域 时 (19. 4) 和 (19. 2) 分 别 为 
QC Acos4,) C QL) (27,1) 


[Q(cos9,)  Q} = 2°, s E N* (27. 2) 


$27.2 p 群 的 一 个 定理 


定义 27.2.1 设 群 G 的 阶 |1G|= p", 其 中 pp 是 一 个 素数 ,n EN", 则 称 G 
为 一 个 pp 群 . 

XF n= 1, $ G, =G, G, = {e}, MB RA G = G, >G, = {e}, 其 中 
|G, |=" = 1, | Go |= p. 依 此 ,我 们 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ([18] p38) 

定理 27.2.1 设 G 是 一 个 p 群 ,| G |= p", MFE G 的 一 个 子 群 列 


G = G, DG, D- DG, DG; D- DG, = {e} (27. 3) 


第 二 十 七 章 ” 正 nn 边 形 尺 规 作 图 的 充分 条 件 D 
其 中 |G, |= pp, |G |= en, ve, |G, |= p`, ee, |G, |= 1, 而 商 群 
Gi/G;, 1 in E p 阶 循环 群 . 

由 此 可 知 p 群 是 一 个 可 解 群 ([10] p26). 不 过 ,对 本 书 而 言 ,我 们 只 是 在 p= 
2 时 应 用 上 述 定理 . 


$ 27.3 正 n 边 形 尺 规 作 图 的 充分 条 件 


(27. 1) 中 的 Q 和 QE) 分别 可 以 看 成 是 r 一 1 的 基 域 和 根 域 ,于 是 现在 就 
有 下 列 伽 罗 瓦 对 应 


GQ(E)/Q) D G(QCE,) /Q(cos G,) ) D {e} (27. 4) 


由 例 25. 1. 2 可 知 G(Q(E,)/Q 是 循环 群 ,因此 是 可 换 群 ,那么 G(Q(&)/ 
Q(cosb,)) 就 是 它 的 正规 子 群 ,所 以 (27. 1) 中 Q(cos 86) Æ Q 的 正规 扩 域 ,因此 
有 G(Q(cos9,)/Q), 且 根 据 定 理 23. 4. 2, 得 出 


| G(Q(cos 8,)/Q ) |= [Q(cos4,) : Q] = 2 (27.5) 
Bl G(Q(cos8,)/Q ) 是 一 个 p DR. FE, HEH 27.2.1 有 
G(Q(cos 8,)/Q ) = Ga DG, D+ DG, = {e} (27. 6) 
mi |G; |= 2°, i= 1, 2, oe, s. 与 (27.6) 对 应 的 域 列 为 
Q=Q CQ CCQ = QAcos4,) (27. 7) 


于 是 由 例 23.4.2 有 1Q.Q.,)=|G(Q/Q_,) |/1GQ/Q) |=|G..1/1G | 
= 2. 因此 从 例 16. 3.1 TA QE Q- 2 型 纯 扩 域 ,是 Q CR, m cosh, €Q,, 
则 从 定理 17. 3. 1 可 得 cos 4, 可 尺 规 作 图 . § 27.1 提出 的 充分 条 件 证 毕 . 综合 定 
理 19. 4. 1, 最 后 有 

定理 27. 3. 1 {高 斯 定理 ) 正 n 边 形 可 尺 规 作 图 的 充分 条 件 是 n = 
2 pip» 其 中 r,sENn, 而 p ERA 21 +1 形式 的 奇 素数 ， ne N',j=1, 


2 eed, S. 


§27.4 作 正 17 边 形 的 高 斯 方法 


阐述 一 下 高 斯 是 如 何 作 出 正 17 边 形 的 ,或 者 说 如 何 求 出 cos 20/17 的 根 式 
表达 式 是 很 有 趣味 的 ,因为 当时 不 用 说 伽 罗 瓦 理论 ,就 连 群 论 , 域 论 都 没有 ,他 仅 
有 的 数学 武器 是 分 圆 方程 和 分 圆 多 项 式 ,当然 还 有 他 的 “深思 ”. 我 们 先 来 看 看 他 


((28)= 第 八 部 分 “人 和 伽 罗 瓦 理论 的 应 用 


的 “深思 ”, 而 在 下 一 节 来 剖析 一 下 他 的 “深思 ”后 面 的 数学 背景 . 
高 斯 考虑 z 一 1 一 0 的 下 列 16 个 解 , 即 1(z) = z+ 2? 十 … 十 十 1 二 


0 的 全 部 根 
E, G, ane, C, 
其 中 € = cos2r/17 十 isin2ry/17 (27. 8) 
把 它们 重新 排列 如 下 
oh rb et sl OSG Oe st ek st th vb st 


(27. 9) 


这 里 的 等 次 : 1, 3, 9, 10, 13, 5, =, 2, 6, 我 们 在 例 9.5.1 PRA. EM 
3t, R=0, 1, 2, 0, 15 关于 "一 17 取 同 余 得 到 的 . 例如 在 & 二 4 时 有 ,3 = 81 = 
5 X17 十 13, 因此 3 = 13(mod 17). 这 样 就 得 到 了 上 面 的 “2 

高 斯 从 (27. 9) 出 发 ,构造 其 中 部 分 根 的 一 些 和 ， 称 为 根 节 (period)， 再 利用 
这 些 根 节 一 步 步 地 计算 出 cos2x/17. 具体 来 说 ,首先 分 别 构成 由 (27. 9) 中 奇数 
项 和 与 偶数 项 和 组 成 的 下 列 2 个 有 8 个 元 素 和 的 根 节 


和 
= 4 EVH H EUH O44 O74 oR 4 oS (27. 10) 


其 次 是 (27. 9) 中 位 置 相差 4 的 那些 根 的 和 . 这 样 一 共 能 得 到 如 下 4 个 有 4 个 元 
素 和 的 根 节 


et oe ad Oe Ee eel Te te ee 
y = EOE EM, y, = EHEH P+ OP (27. 11) 


最 后 是 (27. 9) 中 位 置 相差 8 的 那些 根 的 和 . 这 种 有 2 个 元 素 和 的 根 节 应 有 8 个 ， 
但 就 我 们 的 目的 而 言 ,只 需要 下 列 2 个 


z 一 “十 二 (27. 12) 
ik 6 = 27/17, h t= cos 有 0 十 isink0, H. t+ 6° *= 2coskO, 可 得 


x, = 2(cos8+ cos 80+ cos 48+ cos 27), 2, = 2(cos 30+ cos 79+ cos 58-++ cos 60), 
y =2(cos8+ cos 4), y = 2(cos80+ cos20), y, = 2(cos30+ cos 50), 
y, =2(cos 70+ cos69), z = 2cos0, z 一 2cos40 (27. 13) 


从 这 些 明晰 的 表达 式 可 知 : (D 它们 都 是 实数 , GD 从 0= 22/17 可 以 得 出 x, > 
Zas Vs > Vas Va > Vas By > Zs (iii) z, = 2cos 2x/17. 我 们 的 方法 就 是 要 从 
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(27. 10) , (27. 11), (27. 12) 来 求 得 z, 的 根 式 表示 . 

首先 ，z +2, = GHEH + 0%= 6,15) —1=—1, REAR 
2cosm@cos nO =cos (m+ n) + cos (m — n) HR r,r. RINKA AB 
TT =— 4, 因此 Tı» ZX; 是 方程 


?+t—4=0 (27. 14) 


的 解 z，, = (—14717)/2. th z, > x, WB z, = (—14V17)/2, z: = (一 1 一 
/17)/2. 

其 次 ,类 似 地 ,由 +y = Fo WI. =—1 M yy Hy = Tzs Wye 一 一 1 可 
知 它们 分 别 是 


P—2zt—1=0, f —r,t—1=0 (27.15) 

的 根 . 经 过 根 大 、 小 判定 可 得 : y = SO, AFD = 4T- 1) 4 

134—217, » = +(x, +/n+4) = Ley 1) + 34+ 2017. 
最 后 由 z 十 z, = ys ziz; = y, 可 知 它们 是 

P= ytty =0 (27. 16) 


的 根 . 由 = >z BRAH = = O HVA Ay). 经 过 一 些 运算 ,可 得 高 斯 的 
结果 


1 1 1 1 
ey A S E e, EL pe N i y 
cos 2n/ 2” O *’ “6 


+i 17+ 3V7 —V34—2/17 —2V344+2/17 (27.17) 


据 此 “ 按 图 索 台 ”, 可 以 用 尺 规 作出 正 17 边 形 了 (参见 8》17. 1, $17.2). 高 斯 
并 没有 具体 地 写 出 其 尺 规 作 图 的 方案 ,倒是 他 由 此 决定 放弃 从 事 古 典 语文 学 的 
研究 ,专攻 数学 了 . 1825 年 ,瑞士 数学 家 埃 尔 欣 格 (J。Erchinger) 首 次 用 尺 规 作 
出 了 正 17 边 形 . 许多 数学 家 都 给 出 过 优美 的 具体 方案 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 ,如 
[8 ](p143) AIL9 |(p149). 


§27.5 MMP RBCAE 17 边 形 的 斥 规 作 图 


由 于 多 项 式 z" 一 1 HAMA Q Rew E =Q), 其 中 5 在 Q 上 的 最 小 多 
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项 式 为 分 圆 多 项 式 @(z), 因此 对 于 o€ G(E/Q) = G, Fo 0) thw O(a) 的 
一 个 根 ,从 而 o 一 共有 16 种 不 同情 况 . 记 色 (8) = C', WG = {8,, Dr, +, Diad 
([1] p136). 其 中 由 = $A FIER: PCO) =F, AO = (0) = 0, FE) 一 
ES, PD = e, e ËG = h i= 0, 1, …, 15. WI EO = 1, AE CRY 
值 应 依赖 于 & 的 模 17 的 同 余 类 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 高 斯 的 (27. 9), TAG = 
($), BI $=9, GCE/Q) 的 一 个 生成 元 . $ 27. 4 中 神奇 的 数字 “3” 也 就 得 到 了 


诠释 . 
而 | G|= 16, 因此 CG 是 一 个 如 (=2) 和 群 .于 是 根据 定理 27. 2. 1 它 有 可 解 群 
列 .事实 上 ， 
G = G(E/Q) = Ga = ($) DG, = (F; PG, = (#) DG, = (F) PG, = le) 
(27. 18) 
对 应 的 域 列 为 
Q=9cQaceoacaca=E (27. 19) 


因为 G_,/G, 都 是 2 阶 循环 群 ,所 以 LQ,Q+ = 2. 例如 Q, 就 是 QQ 的 2 型 纯 扩 
域 . 事实 上 ,高 斯 已 经 为 我 们 找到 了 添加 元 : 容易 验证 (27. 10) PH 2, ¢ Q,. H 
PCr) 一 Zi Br, E Q. 因此 有 Q = QC). 类 似 地 , y, E Q AK Cy) = 
Mis BD y, EQ., RAQ =Q, (y). 同样 ， z EQ, B#(z,) =z., Bh z, E Q, 
即 Q, =Q (z,). Hz, = 2cos0, 0 = 27/17, 构造 Q(cos9), 可 得 Q, 二 Q(cos0). 
然后 对 实 域 Q(cos0) H r? -H1— cosh E Q(cos0)[x] 的 根 ,使 得 到 扩 域 Q(5)， 
H [QE :QCcos0)] = 2. {E E = QG) = Q, AA LOG) :Q = 2, 这 样 就 
推出 Q= Q(cos0). 于 是 有 


Qc Az,) C AWa,, y,) C Ways yis z) = AWcos#)(C QUE) 
(27. 20) 


由 定理 17. 3. 1 可 知 , 这 一 域 列 明 晰 地 给 出 了 正 17 边 形 可 斥 规 作 图 的 伽 罗 
瓦 理 论 背 景 . 还 值得 一 提 的 是 , 正 17 边 形 由 均匀 分 布 在 图 19. 1. 1 所 示 的 单位 圆 
上 的 17 个 点 Ap , A, os Ai 给 出 . 把 绕 O Ay aT Et ey 360°/17 转动 记 为 rs 
则 17 阶 的 循环 群 Cu = (r) 刻画 了 该 正 17 边 形 的 几何 对 称 性 (参见 3 10. 2). 不 


代数 对 称 性 决定 了 正 17 边 形 的 可 尺 规 作 图 性 . 高 斯 当时 正 是 发 现 了 这 一 “隐藏 
着 ”的 对 称 性 , 才 使 他 作出 了 革命 性 的 突破 . 从 事后 的 眼光 来 看 ,是 不 是 可 以 说 高 
斯 当时 已 在 “不 自觉 地 "在 应 用 伽 罗 瓦 理论 了 ? 


第 一 十 八 章 


对 称 多项式 的 牛顿 定理 


$28.1 一 个 引 理 


设 f(z) 是 域 K 上 的 一 个 nn 次 不 可 约 多 项 式 , 它 的 1 个 不 同根 为 a,， 
Gre Ths a, ‘参见 附录 2) ,由 f(r) yee Kfar ec rit E = Ka). a, *** 
a), 于 是 得 到 (OE K bee BA GCE/K). 
设 gyo yo to y) 是 KK 上 的 任意 一 个 不 定 元 yi，…， yy, 的 对 称 多 项 
了 全 如 一 有 ol wr) 由 于 ase, a, CE, MA wE FE to € 
GCE/K), 由 于 sg 给 出 根 aj ,a ，…, a, 之 间 的 一 个 置换 (定理 23. 5. 3). 因此 ,在 
5 的 作用 下 
w= alw) = 21) 


RRS o fiw 不 变 , 即 w= glas oa) 人 天 .因此 有 

引 理 28.1.1 SO E KEz] 是 一 个 = 次 不 可 约 多 项 式 , 它 的 个 不 同根 
FY yy yy os EOY e e yO ER K EA — An TREN y yee tte 
Ya 的 对 称 多 项 式 . 则 


i — g(a,» Gay tta a.) E K 


$28.2 牛顿 定理 


Ww fla) = (radir eem Ma—a,) = a — 0,2? +07 —0, 满足 上 述 引 理 
中 的 条 件 EP a, = a +0, +a,, % = aa, +e,¢, +a,0,, 0, = a,a,0, EB n=3 
时 的 初等 对 称 多 项 式 , 则 Co) Fe K = Flo, o, 0), Hii E = Kla, 
1 Om, ), 

BE gC dav 9) ERK ERS 个 不 定 元 yy y ys 的 一 个 对 称 多 项 式 ,于 
是 由 上 述 引 理 可 知 glas a, a) E K = Fla, c, 0), BI gias a, a) 可 用 初 
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等 对 称 多 项 式 Ors OO 的 多 项 式 来 表示 (定理 16. 3. 1). 把 这 一 特例 推广 到 一 
般 , 并 不 用 g(y,，y,，*…，y,) 过 渡 ,我 们 就 有 (参见 》4. 1 A S 4. 2). 

定理 28. 2.1( 牛 顿 定理 ) FERF 个 变量 ca，a ，…， a, 的 任意 一 个 
对 称 多 项 式 都 可 以 唯一 地 表示 为 初等 对 称 多 项 式 c，om ，…，o 的 一 个 多 项 式 . 


在 这 一 附录 中 ,我 们 证 明了 关于 两 个 正 整 
数 最 大 公 因 数 的 一 个 关系 式 ,阐明 了 多 项 式 方 
程 的 重 根 问题 ,以 及 给 出 了 计算 三 次 方程 的 判 
别 式 DD 的 方法 与 结果 . 


附录 1 
类 于 两 个 正 整 教 最 大 
公 因 数 的 一 个 关系 式 


D 


定理 11 ifa, bE N— ih =N, HFE m vE Z, 使 得 u, 上 4 的 最 太公 
AH (a. b) = ua uh, 

WEAR HFa, b EN’, WU = irla EN, rs matnh, m nfi. 
Ha= i atl.b, b=0.a+1 bifa, bEU, RUU. 因此 在 其 中 
有 最 小 元 d= ua -Hub u, vE A AF d AER Ër eU. $% d|. 否则 的 
W MFE g rE N Odred, x= gd +r. W x [= ma 十 nb, 就 有 r= 
I 一 gd = (m—yu)u +n qub, 从 而 rE U. 而 0 一 > 一 邮 这 与 d 是 U 中 最 
小 的 数 了 矛盾 , Pd | az. Vac EU, Ait d da, b HSA AM ad < (a, 
b). Rijd = ua + vb, ATLA (a. 6) | d. 因此 d= (a, D = ua + vb, 

特别 地 bat, A$ ta, D = 1A wa tvb = 1,4 vez 


多 项 式 | 方程 的 重 根 问题 


设 n 次 多 项 式 方程 
f(z) =a, r" +a," Hea +a E Flr], aa #0, n1 (1) 
由 代数 基本 定理 可 知 在 C 中 有 
f(a) =a, (z — a, )" (TQ) C2 — a)" (2) 


FE a,, a,, +. a 是 f(r) 的 不 同根 . OM n 三 2 时 , 称 a; 是 ni 重 根 ; 当 n 一 1 时 ， 
Pk a, JERAR. 对 于 一 个 具体 的 f(z) = 0 来 说 ,用 近似 的 方法 求 出 所 有 根 ,从 而 关 
断 某 一 根 是 单 根 还 是 重 根 是 可 行 的 ,但 这 样 一 来 就 没有 相关 的 一 些 理论 了 . 这 好 
比 对 于 任意 高 次 多 项 式 方程 ,我 们 都 可 以 用 近似 的 方法 ,从 数值 上 得 到 它 的 所 有 
解 ,而 且 在 实际 上 也 确实 是 这 样 去 做 的 . 不 过 , 倘若 不 去 讨论 方程 的 根 式 求解 问 
题 ,我们 就 得 不 出 优美 的 件 罗 瓦 理论 ,也 就 不 会 出 现 随后 的 近世 代数 学 等 了 . 
为 此 我 们 对 于 上 述 (zx) 定义 下 列 一 1 次 多 项 式 fC), 称 为 /(z) 的 一 阶 
形式 导数 
f(z) = na, x" | 4-(n—1)a,_,2" 7 +2 +a, (3) 


例如 f(x) = 32° 420° +42 —224+5, MA fC) = 127° 4+ 62" + 82— 
2. Of Cc) 得 出 (>) 的 规定 ,不 难得 出 形式 求 导数 这 一 运算 “" 的 下 列 两 个 
EMM 
(f(r)+g(2))' =f r) +g (x); 
(CF(z)gCz)) = f (a) g(a) + f (rg (a) (4) 


有 了 多 项 式 f(x) 的 这 一 新 运算 后 ,我 们 来 研究 f(x) 有 重 根 以 及 有 单 根 的 
情况 . 

Ain dea = 1 是 f(z) 的 一 个 2 重 根 , 即 f(z) = (zx 一 1)*g(x). 于 是 
f'a) 一 2(z 一 1gCz) + lr — 1) g(x), AW xe = 1 hE f(D) 的 一 个 根 . 若 
r=1 是 f(x) 的 -一 个 单 根 , 即 f(x) = (rigla), W 广 (z) = gla) 十 (一 
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Dg (x), f O = gA) 40, 所 以 1 不 是 f(z) 的 根 , 由 此 ,不 难 在 一 般 情 况 
中 得 出 

定理 2.1 如 果 a 是 f(x) 的 一 个 重 根 , 则 a 也 是 (oc) 的 一 个 根 . 如 果 w 是 
f(x) 的 一 个 单 根 , 则 不 是 fC) 的 根 . 

依 此 ,我们 来 研究 域 F EMA AAA f(x). 设 a 是 f(z) 的 一 个 根 , 那 
么 a 或 是 单 根 ,或 是 重 根 . 后 一 种 情况 是 不 可 能 的 ,因为 此 时 f(z) 的 次 数 n 宇 2， 
ita, +0, 由 定理 2.1 可 知 f Ca) = 0, hi f(@) =0, A f(z) 是 不 可 约 的 ,因此 
f(a) 是 a 在 F 上 满足 的 最 小 多 项 式 ,所 以 f(x) | 了 (xz). m f Co) RBC f(z) 
低 1 次 ,所 以 只 能 是 f(x) = 0, 即 (3) 式 等 于 0, 从 而 a, = 0, 这 就 与 a, HOF 
AT. 于 是 有 

定理 2.2 MF LHRH SW f(z) 没有 重 根 . 


附录 3 
EE 


计算 三 次 方程 的 判别 式 D 


对 于 三 次 方程 十 rx tpr +q = 二 0 的 3 个 根 a, ,a,, a, 定义 的 


A = (a, —a,)(a, —a,)(a, —a,) 


可 用 范 德 蒙 行列 式 表示 为 
es 11 a g | 
A= |% % as = ji a, a; 
a a ay | 11 a, a | 


引入 7 =a, Ha +a, i= 1, 2, 3, 应 用 行列 式 的 乘法 , 则 可 得 


] 1 1 | 1 a a | NK T n, | 


|e |1 a, 2| XI TN Ry 


= , R 

= QRT + 2X, XX, 一 7 一 To — WT, 

注意 到 Tt 是 a, a, a, 的 对 称 多 项 式 , 因 此 可 用 初等 对 称 多 项 式 w + a, + 

a, 一 一 ralas 十 aa 十 aa = p, @,a,a, =— q 表示 . 事实 上 , 稍 作 计算 后 ,有 
To =3, R =— r, T, =r —2p, n, =—r +3rp—3q, n, = r —4r p+4rqt+ 
2 .于 是 最 后 有 

D =— 4r°q—27¢° + 18rpq—4p' +r p’ 
4r= On. 

D =— 27q° — 4p’ 
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